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                                      ΠΡΟΛΟΓΟΣ 
 

Αυτή η πτυχιακή εργασία δηµιουργήθηκε µε σκοπό να προβληµατίσει τον αναγνώστη 

για το αν και κατά πόσο µπορούν οι συναρτήσεις να φάνουν χρήσιµες σε προβλήµατα 

οικονοµικών επιστηµών. 

Στην προσπάθεια µας να ικανοποιήσουµε τις ανάγκες για απλότητα και σαφήνεια τα 

ουσιώδη θέµατα του λογισµού τα παρουσιάζουµε (κατά την γνώµη µας) µε ένα τρόπο εύκολα 

κατανοητό δηλαδή µε ένα τρόπο που δεν προϋποθέτει αυξηµένες γνώσεις µαθηµατικών και 

ταυτόχρονα ισορροπηµένο αναφορικά µε την έµφαση στη θεωρία, τις τεχνικές και τα σχετικά 

παραδείγµατα. 

Η οικονοµική επιστήµη έχει µεγάλο αντίκτυπο σε µια κοινωνία τόσο από τις 

αποφάσεις των ηγετών της όσο και στην καθηµερινότητα και την ποιότητα ζωής των απλών 

πολιτών. Ακόµη, η οικονοµική επιστήµη ασχολείται µε την έρευνα των οικονοµικών 

φαινοµένων παραδείγµατος χάριν ο ορισµός της τιµής των προϊόντων και των υπηρεσιών σε 

µια οικονοµία, τη ζήτηση και την προσφορά τους, τις οικονοµικές κρίσεις και τη λήψη 

µέτρων από τις εκάστοτε κυβερνήσεις διάφορων χωρών για την αντιµετώπισή τους. Για 

αυτόν το λόγο, καθώς είδαµε τη σπουδαιότητα της οικονοµικής επιστήµης σε µια κοινωνία 

καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι οτιδήποτε τις επηρεάζει όπως η επιστήµη των 

µαθηµατικών και ιδιαίτερα των συναρτήσεων είναι εξίσου σπουδαία. 

Για τη συγγραφή αυτής της εργασίας χρειάστηκε η προσωπική µας προσπάθεια στην 

έρευνα και στη συγγραφή καθ’ αυτή, ωστόσο νιώθουµε την ανάγκη να ευχαριστήσουµε 

όλους όσους συνέβαλαν µέχρι το πέρας της. Πιο συγκεκριµένα, θα θέλαµε να 

ευχαριστήσουµε τον εισηγητή για την άµεση βοήθεια του όποτε την χρειαστήκαµε, τις 

οικογένειες µας για τη στήριξη τους καθώς και φίλους µας προπτυχιακούς και 

µεταπτυχιακούς φοιτητές που µε τις γνώσεις τους και αυτοί συνέβαλλαν στην ολοκλήρωση 

της εργασίας. 
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      ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
 

Στόχος αυτής της εργασίας είναι στο τέλος της µελέτης της από τον αναγνώστη, να 

είναι σε θέση να απαντήσει στο αν και κατά πόσο οι συναρτήσεις συµµετέχουν στην επίλυση 

οικονοµικών προβληµάτων. Υπό την επεξεργασία αυτού του ερωτήµατος είναι εύλογο κανείς 

να αναρωτηθεί για την προέλευση των συναρτήσεων και τη σχέση τους µε την οικονοµική 

επιστήµη ώστε να διαπιστώσουµε αν η εφαρµογή τους έχει συµβάλλει σε αυτή µέχρι σήµερα. 

Επειδή οι συναρτήσεις είναι ένα σύνθετο κεφάλαιο στην επιστήµη των µαθηµατικών η 

εργασία ξεκινά µε το θεωρητικό µέρος των συναρτήσεων. 

Πιο συγκεκριµένα αναφέρεται στην έννοια της συνάρτησης, στη µονοτονία και τα 

ακρότατα της, στα όρια, στη συνέχεια, στα ολοκληρώµατα και σε διάφορες ιδιότητες τους. Σε 

αυτό το σηµείο πλέον ο αναγνώστης είναι σε θέση να αντιληφθεί την έννοια της συνάρτησης 

και τη σχέση της µε τα οικονοµικά προβλήµατα καθώς και την επίλυση αυτών. 

Στις µέρες µας ωστόσο τα άτοµα που καλούνται να επιλύσουν τέτοιες καταστάσεις 

καθηµερινά, δεν χρησιµοποιούν τις συναρτήσεις στη µορφή που παρουσιάστηκαν µέχρι αυτό 

το σηµείο. Αντιθέτως χρησιµοποιούν τις συναρτήσεις µε τη βοήθεια ηλεκτρονικών 

υπολογιστών και διάφορων προγραµµάτων για τη διευκόλυνση εφαρµογής των συναρτήσεων 

σε τέτοιες καταστάσεις. Στην προκειµένη περίπτωση το πρόγραµµα το οποίο 

χρησιµοποιήθηκε είναι το Microsoft Office Excel. 
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 

Ανέκαθεν ένας από τους πιο σηµαντικούς και βασικούς παράγοντες ώστε µια 

κοινωνία να ξεχωρίσει απέναντι σε µια άλλη είναι η οικονοµία της. Γιατί ανάλογα µε τους 

πόρους που έχει να διαθέσει µπορεί να αναπτυχθεί σε πολλούς τοµείς, όπως την εκπαίδευση, 

την υγεία, τις τέχνες και γενικότερα να ανεβαίνει το βιοτικό επίπεδο των πολιτών της 

Στην πάροδο των ετών, πολλοί µελετητές έχουν προσπαθήσει να βρουν τρόπους να 

βοηθήσουν στην ανάπτυξη µίας οικονοµίας, παίρνοντας στοιχεία από άλλες επιστήµες, όπως 

αυτή των µαθηµατικών. Στην παρούσα εργασία εµείς θα προσπαθήσουµε να αποδείξουµε ότι 

από την επιστήµη των µαθηµατικών, συγκεκριµένα οι συναρτήσεις βοηθούν στην επίλυση 

οικονοµικών προβληµάτων. 

Η λογική που ακολουθήσαµε στην προσπάθεια µας να τεκµηριώσουµε την παραπάνω 

άποψη ήταν αρχικά να κάνουµε µια ιστορική αναδροµή και να µελετήσουµε την έννοια της 

συνάρτησης από τα απολύτως βασικά, σε σηµείο δηλαδή που ο αναγνώστης να µην 

χρειάζεται να έχει εξειδικευµένες γνώσεις. 

Στην πορεία ωστόσο, σταδιακά το επίπεδο αυτό ανεβαίνει ώστε οι συναρτήσεις να 

συσχετιστούν µε οικονοµικές εφαρµογές ενώ στο τέλος παρακολουθούµε το πώς οι 

οικονοµικές συναρτήσεις κυριαρχούν στην καθηµερινότητα ενός οικονοµολόγου µε τη χρήση 

των υπολογιστών. 

Πιο αναλυτικά, κάναµε µια ιστορική ανάδροµη προκειµένου να µάθουµε το πως και 

το από πότε οι συναρτήσεις συσχετίστηκαν µε την οικονοµική επιστήµη, µε ποιο τρόπο και 

εάν εντέλει βοήθησαν στην επίλυση οικονοµικών προβληµάτων. 

Στην πορεία όσων αφορά σε µαθηµατικό επίπεδο αναφερθήκαµε στην έννοια της 

συνάρτησης. Θελήσαµε δηλαδή µε αυτή την εισαγωγή να ξεκινήσουµε οµαλά 

παρουσιάζοντας στον αναγνώστη τα είδη των συναρτήσεων και τις ιδιότητες τους. 

Όταν πλέον ο αναγνώστης είναι σε θέση να αντιληφθεί τις έννοιες που αναφέρθηκαν στα 

πρώτα δυο κεφάλαια, παρουσιάζονται στις επόµενες ενότητες οι συναρτήσεις σε σχέση µε 

την οικονοµική επιστήµη. Εκεί λοιπόν φαίνεται κυρίως από τα παραδείγµατα και τις 

εφαρµογές το πώς λειτουργούν οι συναρτήσεις στη  επίλυση οικονοµικών προβληµάτων, 

τόσο σε οικονοµικές συναρτήσεις µιας µεταβλητής όσο και σε οικονοµικές συναρτήσεις 

πολλών µεταβλητών. 

Τέλος, για του λόγου το αληθές επειδή οι οικονοµικές συναρτήσεις δεν επιλύονται 

εύκολα και γρήγορα σε αυτό το επίπεδο, θελήσαµε να προβούµε στην µελέτη τους µε την 

χρήση υπολογιστικού προγράµµατος που χρησιµοποιείται από ηλεκτρονικό υπολογιστή. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 
 

Η ιστορική αναδροµή των συναρτήσεων 

Πραγµατικές συναρτήσεις µιας µεταβλητής – Όρια – Συνέχεια 

1.1  Η ιστορική αναδρομή των συναρτήσεων 
 

Η έννοια των συναρτήσεων γενικότερα, προέρχεται από την αρχαιότητα και συγκεκριµένα 

εµφανίζεται και στην Αρχαία Ελλάδα. Οι αρχαίοι Έλληνες µαθηµατικοί δεν είχαν την έννοια 

της γενικής συνάρτησης ή ισοδύναµα, των γενικών γεωµετρικών σχηµάτων. Ασχολούνταν µε 

συγκεκριµένα σχήµατα, όπως το τρίγωνο, η σφαίρα, ο κύλινδρος, οι κωνικές τοµές, και δεν 

ασχολούνταν µε την απόδειξη ιδιοτήτων που θα ίσχυαν για γενικότερα σχήµατα, και που 

οδηγούσαν στην ανάγκη εισαγωγής µιας πιο γενικής µορφής συνάρτησης. 

Ο κανόνας αυτός έχει µια αξιοσηµείωτη εξαίρεση. Ο Αρχιµήδης στο έργο του Περί Σφαίρας 

και Κυλίνδρου Α’ ορίζει τα αξιώµατα κυρτότητας για µια καµπύλη (και για µια επιφάνεια). 

Έτσι ο Αρχιµήδης βρίσκεται πολύ κοντά στο γενικό ορισµό της κυρτής συνάρτησης. 

Η συνειδητοποίηση της έννοιας της συνάρτησης εξελίχτηκε µε µεγάλη βραδύτητα, και ήρθε 

από πολλές κατευθύνσεις. Μια τέτοια κατεύθυνση ήταν η ανάγκη του διαχωρισµού γνωστών 

παραµέτρων και άγνωστων µεταβλητών σε µια αλγεβρική εξίσωση. Η συστηµατοποίηση 

αυτού του διαχωρισµού έγινε από τον γάλλο µαθηµατικό Francois Viet (1540-1603), και 

συνέβαλε σηµαντικά στη µετατόπιση, που έγινε κατά τον 17
ο
 αιώνα, από την µελέτη ειδικών 

προβληµάτων και καταστάσεων στην διερεύνηση γενικών µεθόδων. 

Η αναλυτική γεωµετρία εφευρέθηκε από τους γάλλους µαθηµατικούς R. Descartes 

(Καρτέσιος) (1596-1650) και τον Pierre de Fermat (1601-1665). Η κεντρική ιδέα της 

αναλυτικής γεωµετρίας είναι η αντιστοίχιση µεταξύ µιας αλγεβρικής εξίσωσης και του 

γεωµετρικού τόπου γενικά µιας καµπύλης των σηµείων µε συντεταγµένες ως προς δυο 

σταθερούς ορθογωνίους άξονες που ικανοποιούν την εξίσωση. Έτσι επιτυγχάνεται η γραφική 

παράσταση µιας αλγεβρικής εξίσωσης. Κατά την περίοδο της Αναγέννησης η άλγεβρα είχε 

γνωρίσει σηµαντική ανάπτυξη και ο σκοπός των Descartes και Fermat ήταν να 

χρησιµοποιήσουν την άλγεβρα αυτή για τη λύση γεωµετρικών προβληµάτων. 

Έτσι η µέθοδος Descartes ήταν να ξεκινήσει µε ένα γεωµετρικό πρόβληµα κατά κανόνα όχι 

πολύ διαφορετικό από τα προβλήµατα γεωµετρίας των αρχαίων Ελλήνων και να το 

µετατρέψει µε τη µέθοδο της αναλυτικής γεωµετρίες σε αλγεβρική εξίσωση, την όποια και να 

προσπαθήσει να επιλύσει. Αντίστροφα ο Fermat ξεκινούσε από µια αλγεβρική εξίσωση (όπως 

η γενική δευτεροβάθµια δυο µεταβλητών ��� + ��� + ��� + �� + 	� + 
 = 0) και 

απεδείκνυε τις γεωµετρικές ιδιότητες της καµπύλης που αντιστοιχούσε σε αυτήν (όπως την 

ταξινόµηση των κωνικών τοµών σε έλλειψη, υπερβολή, και παραβολή στην παραπάνω 

εξίσωση. 

Η αναλυτική γεωµετρία είχε ως αποτέλεσµα την κατανόηση της σηµασίας της µεταβλητής, 

βασικού συστατικού της έννοιας της συνάρτησης, και την αύξηση των γεωµετρικών 

καµπυλών που µπορούσαν να µελετηθούν. 

Η έννοια της συνάρτησης που άρχισε να δηµιουργείται από τους Viete, Descartes και είναι, 

όπως θα λέγαµε σήµερα, η υπολογιστική, στενή µορφή της, αυτή που δίνεται µε ένα 

συγκεκριµένο τύπο, ή µε ένα αλγόριθµο υπολογισµού της. Ταυτόχρονα, όµως αναπτύσσονταν 

και η γεωµετρική και γενική έννοια της συνάρτησης, όπως µε την κυρτή συνάρτηση που 

ορίστηκε απ τον Αρχιµήδη. Η κίνηση ενός σωµατιδίου ως συνάρτηση του χρόνου, και 



 
2 

 

παρόµοιας έννοιας κινητικής ή φυσικής µεταβολής, καθώς και η ανάγκη ανάπτυξης του 

Απειροστικού Λογισµού, που µελετώντας από τους Γαλιλαίο και Cavalieri και από τον πολύ 

σηµαντικό άγγλο µαθηµατικό Isaac Barrow (1630-1677), που όπως θα δούµε και αργότερα σε 

πολλά σηµεία ήταν πρόδροµος του Νεύτωνα, κατέληξε στην γενική και γεωµετρική έννοια 

της συνάρτησης. 

Προς την ίδια κατεύθυνση βοήθησε και η συναρτησιακή σχέση (�(��� = �(�� + �(��� που 

όριζε τους λογαρίθµους. Οι υπολογισµοί του John Napier (1550-1617) που είχαν πρακτικό 

και εφαρµοσµένο στόχο βασίζονταν σε σαφή κατανόηση της συναρτησιακής σχέσης σε µια 

εποχή που η γενική έννοια της συνάρτησης ήταν ακόµα άγνωστη. Η λογαριθµική συνάρτηση 

ιστορικά έπαιξε το ρόλο συνάρτησης προτύπου και βοήθησε στην ανάπτυξη της γενικής 

έννοιας. Από θεωρητική σκοπιά, θεµελιώθηκε η έννοια της συναρτησιακής σχέσης του 

λογαρίθµου από τον Βέλγο Ιησουΐτη µοναχό Gregory St. Vincent, περί το 1647. 

Μετά από αυτή την εξαιρετικά µακρόχρονη παρασκευή η έννοια της συνάρτησης ήρθε στο 

µαθηµατικό προσκήνιο µε το έργο Introductio in Analysm infinitorum του Euler το 1748. Ο 

Euler χρησιµοποίησε και τον ίδιο όρο «συνάρτηση» (function). Αρχικά για τον Euler 

«συνάρτηση» ήταν οι διάφορες γεωµετρικές ποσότητες που σχετίζονταν µε µια καµπύλη 

καθώς όµως έµφαση άρχισε να δίνεται σε τύπους και εξισώσεις που εξέφραζαν αυτές τις 

ποσότητες το κέντρο βάρους της έννοιας άρχισε να µετατοπίζεται και έτσι ο Euler γράφει 

στην αρχή του παραπάνω έργου του: «Συνάρτηση µιας µεταβλητής ποσότητας είναι µια 

αναλυτική έκφραση που συντίθεται µε οποιονδήποτε τρόπο από την µεταβλητή ποσότητα και 

από αριθµούς ή σταθερές ποσότητας». Έχουµε δηλαδή εδώ έναν σαφή ορισµό της στενής, 

υπολογιστικής έννοιας της συνάρτησης. 

Αργότερα το 1755 ο Euler έδωσε έναν ευρύτερο ορισµό της συνάρτησης: «Αν µερικές 

ποσότητες εξαρτώνται από πολλές ποσότητες ώστε όταν οι δεύτερες µεταβληθούν 

µεταβάλλονται και οι πρώτες, τότε οι πρώτες ποσότητες καλούνται συναρτήσεις των 

δεύτερων… Έτσι αν το �  συµβολίζει µια µεταβλητή ποσότητα τότε όλες οι ποσότητες που 

µε οποιονδήποτε καθορίζονται από αυτήν καλούνται συναρτήσεις του �.» Με αυτόν τον 

ορισµό ο Euler φτάνει ουσιαστικά στο σύγχρονο γενικό ορισµό της συνάρτησης. 

Κατά ένα µεγάλο µέρος του 18
ου

 αιώνα η στενή έννοια της συνάρτησης κυριάρχησε. Η 

µελέτη όµως των λύσεων διαφορικών εξισώσεων µε µερικές παραγώγους αποκάλυψε ότι οι 

λύσεις αυτές ήταν συχνά συναρτήσεις «κακής συµπεριφοράς», συναρτήσεις που δεν δίνονταν 

από έναν αναλυτικό τύπο. Αργότερα ο γάλλος µαθηµατικός Joseph Fourier (1768-1830) στη 

µελέτη αναπαράστασης γενικών συναρτήσεων µε τριγωνοµετρικές σειρές κατέληξε στην 

ανάγκη διεύρυνσης της έννοιας της συνάρτησης. Έτσι ο Fourier γράφει: « Πάνω από όλα, 

πρέπει να παρατηρήσουµε ότι η συνάρτηση �(�� στην οποία η απόδειξη εφαρµόζεται, είναι 

τελείως αυθαίρετη, και δεν υπόκειται σε κανένα νόµο συνέχειας… Γενικά η συνάρτηση �(�� 
παριστά µια διαδοχή τιµών που δίνονται στην τετµηµένη �, και για τις οποίες υπάρχει ένας 

ίσος αριθµός τεταγµένων �(��…∆εν υποθέτουµε ότι οι τεταγµένες υπόκεινται σε έναν κοινό 

κανόνα. Ακολουθούν η µια την άλλη µε οποιονδήποτε τρόπο και η καθεµία ορίζεται ως να 

ήταν µοναδική ποσότητα». 

Ο Fourier µε αυτόν τον ορισµό φτάνει στην σύγχρονη έννοια της συνάρτησης, αυτήν που 

σήµερα χρησιµοποιούσε ως κεντρική έννοια σε όλες τις περιοχές των Μαθηµατικών. Είναι 

σηµαντικό να αντιληφθούµε ότι η συνάρτηση κατέληξε στη σηµερινή της µορφή, µετά από 

µακροχρόνια πορεία που διέγραψε, όχι από κάποια αχρείαστη τάση αφηρηµένης µαθηµατικής 

γενίκευσης, αλλά από τις αδήριτες πρακτικές και συγκεκριµένες ανάγκες που 

παρουσιάστηκαν για την ανάπτυξη των Μαθηµατικών. 

 

Πηγή: Γιαννακούλιας κ.ά., 1999 
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1.2 Η έννοια της συνάρτησης 
 

Μία από τις πιο σηµαντικές έννοιες σε ολόκληρα τα µαθηµατικά είναι αυτή της συνάρτησης 

σε όλους σχεδόν τους κλάδους των σύγχρονων µαθηµατικών οι συναρτήσεις αποδεικνύονται 

το κεντρικό αντικείµενο έρευνας. Γενικά, η έννοια της συνάρτησης είναι µια πολύ γενική 

έννοια. Προς το παρόν, θα περιοριστούµε σε συναρτήσεις ενός πολύ ειδικού τύπου ακόµα και 

αυτή η µικρή κλάση συναρτήσεων, παρουσιάζει αρκετά µεγάλη ποικιλία για να τραβήξει την 

προσοχή µας για κάµποσο καιρό. Αρχικά δεν θα δώσουµε καν ούτε έναν αυστηρό ορισµό. 

Για αρχή, ένας προκαταρκτικός ορισµός θα µας δώσει τη δυνατότητα να συζητήσουµε πλατιά 

τις συναρτήσεις από τις οποίες θα περιγράψουµε τη διαισθητική έννοια της συνάρτησης όπως 

την αντιλαµβάνονται οι µαθηµατικοί. Αρχικά ας ξεκινήσουµε λοιπόν µε τον ακόλουθο 

δοκιµαστικό ορισµό της συνάρτησης: 

 

∆οκιµαστικός Ορισµός: Συνάρτηση είναι ένας κανόνας που απεικονίζει, σε καθέναν από 

κάποιους πραγµατικούς αριθµούς κάποιον άλλον πραγµατικό αριθµό. 

 

Τα παρακάτω παραδείγµατα των συναρτήσεων που ακολουθούν δίνονται για να εξηγήσουν 

και να ενισχύσουν αυτόν τον ορισµό, ο οποίος οµολογουµένως χρειάζεται κάποιες 

διευκρινήσεις. 

 

Παράδειγµα 1: Ο κανόνας που απεικονίζει κάθε αριθµό στο τετράγωνό του. 

 

Παράδειγµα 2: Ο κανόνας που εικονίζει κάθε αριθµό y  στον αριθµό:  
1

53
2

3

+

++

y

yy
. 

 

Παράδειγµα 3: Ο κανόνας που εικονίζει κάθε αριθµό 1≠c , 1− στον αριθµό: 
1

53
2

3

−
++

c

cc
. 

 
 

Παράδειγµα 4: Ο κανόνας που απεικονίζει κάθε αριθµό x  που ικανοποιεί την 
3/17 π≤≤− x

στον αριθµό 2
x . 

 
Παράδειγµα 5: Ο κανόνας που απεικονίζει κάθε αριθµό α  στον αριθµό 0  αν το  α  είναι 

άρρητος, και στον αριθµό 1 αν ο α  είναι ρητός. 

 

Παράδειγµα 6: Ο κανόνας που απεικονίζει κάθε αριθµό t  στον αριθµό xt −3 . 

 

 

Υπάρχει κάτι που θα πρέπει να είναι τελείως καθαρό µετά από αυτά τα παραδείγµατα: Μια 

συνάρτηση είναι οποιοσδήποτε κανόνας που απεικονίζει αριθµούς σε κάποιους άλλους 

αριθµούς, όχι µόνο ένας κανόνας που µπορεί παρασταθεί µε έναν αλγεβρικό τύπο, ούτε 

ακόµα από µια οµοιόµορφη συνθήκη που να εφαρµόζεται σε όλους τους αριθµούς ούτε είναι 

αναγκαστικά ένας κανόνας που κάποιος, µπορεί να εφαρµόσει στην πράξη. Επίσης, ο 

κανόνας µπορεί να παραλείπει κάποιους αριθµούς και ακόµα να µην είναι σαφές σε ποιους 

ακριβώς αριθµούς εφαρµόζεται η συνάρτηση. Το σύνολο των αριθµών στους οποίους 

ορίζεται µια συνάρτηση λέγεται πεδίο ορισµού της συνάρτησης. 
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Πριν αναφερθεί οτιδήποτε άλλο που αφορά τις συναρτήσεις είναι σηµαντικό να χρειαστεί 

ένας συµβολισµός για τον απεικονισµό τους. ∆εδοµένου ότι σε αυτήν την εργασία θα µιλάµε 

συνέχεια για συναρτήσεις χρειαζόµαστε έναν κατάλληλο τρόπο για να ονοµάζουµε τις 

συναρτήσεις και για να αναφερόµαστε σε αυτές γενικά. Η πιο συνηθισµένη πρακτική είναι να 

συµβολίζουµε µια συνάρτηση µε ένα γράµµα. Για προφανείς όµως λόγους, το γράµµα << f  

>> ( function = συνάρτηση ) είναι το επικρατέστερο, καθιστώντας έτσι και τα << g  >>, << h  

>> προφανείς υποψήφιους, αλλά και κάθε γράµµα ( καθώς και οποιοδήποτε λογικό σύµβολο 

)  µας κάνει, χωρίς να αποκλείονται και τα <<x>> και <<y>>, αν και αυτά τα γράµµατα 

συνήθως χρησιµοποιούνται για να συµβολίσουν  αριθµούς . 

Αν η f είναι µια συνάρτηση τότε ο αριθµός στον οποίο απεικονίζει η f τον αριθµό x , 

συµβολίζεται µε << )(xf >> αυτό το σύµβολο διαβάζεται << f  του x >> και συνήθως 

λέγεται η τιµή της f στο x  . Φυσικό είναι, αν συµβολίζουµε µια συνάρτηση µε x , να 

διαλέξουµε κάποιο άλλο γράµµα ως σύµβολο για τον αριθµό (µια απόλυτα νόµιµη αν και 

κάπως ιδιότροπη, επιλογή θα µπορούσε να είναι το << f >>δίνοντας µας το σύµβολο )( fx . 

Σηµειώνουµε ότι το σύµβολο )(xf  έχει έννοια µόνο για x στο πεδίο ορισµού της f  για τα 

άλλα x , το σύµβολο )(xf  δεν ορίζεται. 

Πηγή: Michael Spivak 

Αν συµβολίσουµε τις συναρτήσεις των Παραδειγµάτων 1-7 µε f , g , h , r , s ,ϑ  και 
xα  τότε 

µπορούµε να ξαναγράψουµε τους ορισµούς τους ως εξής:  

 

1) 2)( xxf =  για κάθε x . 

 

2) 
1

53
)(

2

3

+
++

=
y

yy
xg  για κάθε y . 

 

3) 
1

53
)(

2

3

−
++

=
c

cc
xh  για κάθε 1≠c , 1− . 

 

4) 2)( xxr =  για κάθε x τέτοιο ώστε 3/17 π≤≤− x  

 

5) 






=
ρρητοςαν

ςρηταν

άx

όx

xs
   ,0

  ,1

)(  

6) 















=

=

=

≠

=

=

2,5

17,
36

2,16

17
,28

36
,28

2

)(

x

x

x

x

x

x

π

π

π

ϑ
 

 

7) 3( )xa t t x= + , για κάθε αριθµό t  
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Αυτοί οι ορισµοί υποδεικνύουν τη συνηθισµένη διαδικασία που ακολουθούµε για να 

ορίσουµε µια συνάρτηση f  µας λένε ποιο είναι το )(xf  για κάθε αριθµό x  στο πεδίο 

ορισµού της f . Στην πράξη κάποιες συντµήσεις είναι ανεκτές. Ο ορισµός (1) θα µπορούσε 

να γραφτεί απλώς: 

(1) 2)( xxf =  

 

µε την διευκρινιστική φράση <<για κάθε x>> να εννοείται. Βέβαια, για τον ορισµό (4) η µόνη 

δυνατή σύντµηση είναι η: 

(4) 
3

17,)( 2 π
≤≤= xxxr  

 

∆εχόµαστε συνήθως ότι ένας ορισµός σαν τον 1,0,
1

11
)( ≠

−
+= x

xx
xk  

γίνεται να περικοπεί στον 
1

11
)(

−
+=

xx
xk  

Με αλλά λόγια, αν δεν περιορίσουµε το πεδίο ορισµού, θεωρούµε ότι αποτελείται από όλους 

τους αριθµούς για τους οποίους ο ορισµός έχει έννοια. Οδηγούµαστε έτσι στον εξής ορισµό: 

 

Ορισµός: Συνάρτηση είναι ένα σύνολο από ζεύγη αριθµών µε την ακόλουθη ιδιότητα: αν τα 

),( βα  και ),( cα  είναι και τα δύο στο σύνολο, τότε c=β , µε άλλα λόγια το σύνολο δεν 

πρέπει να περιέχει δύο διαφορετικά ζεύγη µε το ίδιο πρώτο στοιχείο. 

Αυτός είναι ο πρώτος µας πλήρης ορισµός και παρουσιάζει το σχήµα που θα ακολουθούµε 

πάντα για να ορίσουµε σπουδαίες νέες έννοιες. Αυτοί οι ορισµοί είναι τόσο σηµαντικοί ώστε 

είναι ουσιώδες να ξέρουµε ποτέ τους έχουµε ολοκληρωµένους στη διάθεση µας και να τους 

διακρίνουµε από τα σχόλια και τις επεξηγηµατικές παρατηρήσεις και τις περιστασιακές 

ερµηνείες. Για αυτό θα προηγείται η λέξη ΟΡΙΣΜΟΣ, η έννοια που ορίζεται θα γράφεται µε 

κόκκινα γράµµατα και ο ορισµός θα αποτελεί από µόνος του ξεχωριστή παράγραφο. 

 

Ορισµός : Αν f  είναι µια συνάρτηση, το πεδίο ορισµού της f  είναι το σύνολο όλων των α  

για τα οποία υπάρχει κάποιο  τέτοιο ώστε το ),( βα  να ανήκει στην f . Αν το α  είναι στο 

πεδίο ορισµού της f , έπεται από τον ορισµό της συνάρτησης ότι υπάρχει, πράγµατι, ένας 

µοναδικός αριθµός β  τέτοιος ώστε το ),( βα  να ανήκει στην f . Αυτό το µοναδικό β  

συµβολίζεται µε ).(af  

1.3 Μονοτονία και Ακρότατα συναρτήσεων 
 

Μονοτονία συνάρτησης 

 

Στο παρακάτω σχήµα δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης )(tfT =  που εκφράζει 

τη θερµοκρασία T  ενός τόπου συναρτήσει του χρόνου t  κατά το χρονικό από τα µεσάνυχτα 

µιας ηµέρας )0( =t  µέχρι τα µεσάνυχτα της επόµενης µέρας )24( =t . 
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  ∆ιάγραµµα 1.3.1: Γραφική παράσταση της Τ 

 
Πηγή: Ανδρεαδάκης κ.ά., 1998 

 

α) ∆ιακρίνουµε ότι στο διάστηµα [4,16] πως η γραφική παράσταση της θερµοκρασίας 

ανέρχεται. 

 
∆ιάγραµµα 1.3.2: Γραφική παράσταση της Τ γνησίως αύξουσα 

 
Πηγή: Ανδρεαδάκης κ.ά., 1998 

 

 

Αυτό σηµαίνει ότι στο διάστηµα αυτό, µε την πάροδο του χρόνου, η θερµοκρασία φαίνεται 

ότι αυξάνεται, δηλαδή για οποιαδήποτε ]16,4[, 21 ∈tt  µε 1t < 2t  ισχύει: 

 

)( 1tf < )( 2tf  
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Για το λόγο αυτό λέµε ότι η συνάρτηση )(tfT =  είναι γνησίως αύξουσα στο διάστηµα 

[4,16]. Γενικά: 

 

Ορισµός: Μια συνάρτηση f  λέγεται γνησίως αύξουσα σε ένα διάστηµα ∆  του πεδίου 

ορισµού της, όταν για οποιαδήποτε  µε 21, xx  ισχύει: 

)()( 21 xfxf <  

Για να δηλώσουµε ότι η συνάρτηση f  λέγεται γνησίως αύξουσα στο διάστηµα ∆  γράφουµε: 

∆↑f . 

Για παράδειγµα, η συνάρτηση 32)( −= xxf  είναι γνησίως αύξουσα στο ℜ . Πράγµατι έστω 

ℜ∈2,1 xx  µε 21 xx < . 

 

Τότε έχουµε: 

)()(

3232

22

21

21

2121

xfxf

xx

xxxx

<⇒

−<−⇒

<⇒<

 

Γενικά: Η συνάρτηση β+= axxf )(  µε 0>α  είναι γνησίως αύξουσα στο ℜ . 

 

β) Στο ίδιο σχήµα, διακρίνουµε επιπλέον ότι στο διάστηµα ]24,16[  η γραφική παράσταση της 

θερµοκρασίας κατέρχεται. 

 

 

 

 

 

∆ιάγραµµα 1.3.3: Γραφική παράσταση της Τ γνησίως φθίνουσα 

 
Πηγή: Ανδρεαδάκης κ.ά., 1998 

 

Αυτό σηµαίνει ότι στο διάστηµα αυτό, µε την πάροδο του χρόνου, η θερµοκρασία φαίνεται 

ότι µειώνεται δηλαδή για οποιαδήποτε ]24,16[, 21 ∈tt  µε 21 tt <  ισχύει: 

)()( 21 tftf >  

∆∈21 , xx
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Για το λόγο αυτό λέµε ότι η συνάρτηση )(tfT =  είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα 

]24,16[ . Γενικά: 

 

Ορισµός: Μια συνάρτηση f  λέγεται γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα ∆  του πεδίου 

ορισµού της, όταν για οποιαδήποτε ∆∈2,1 xx  µε 21 xx <  ισχύει: 

)()( 21 xfxf >  

 

Για να δηλώσουµε ότι η συνάρτηση f  λέγεται γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα ∆  

γράφουµε: ∆↓f . 

Για παράδειγµα, η συνάρτηση 53)( +−= xxf  είναι γνησίως φθίνουσα στο ℜ . 

Πράγµατι έστω ℜ∈2,1 xx  µε 21 xx < . 

 

Τότε έχουµε: 

)()(

5353

33,

21

21

2121

xfxf

xx

xxxx

>⇒

+−>+−⇒

−>−⇒

 

Γενικά: Η συνάρτηση β+= axxf )(  µε 0<α  είναι γνησίως φθίνουσα στο ℜ . 

 

Μια συνάρτηση που είναι είτε γνησίως αύξουσα είτε γνησίως φθίνουσα σε ένα διάστηµα ∆  

λέγεται γνησίως µονότονη στο ∆ . 

 

 

 

Ελάχιστο και Μέγιστο συνάρτησης 

 

Ας θεωρήσουµε και πάλι τη γραφική παράσταση της συνάρτησης )(tfT =  

 

∆ιάγραµµα 1.3.4: Γραφική παράσταση της Τ 
 

 
Πηγή: Ανδρεαδάκης κ.ά., 1998 
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Παρατηρούµε ότι: 

 

α) Τη χρονική στιγµή 41 =t  η θερµοκρασία του τόπου παίρνει την ελάχιστη τιµή της, που 

είναι η 3)4( =f  βαθµοί Κελσίου. ∆ηλαδή ισχύει: 

3)4()( =≥ ftf  για κάθε ]24,0[∈t . 

Για το λόγο αυτό λέµε ότι η συνάρτηση )(tfT =  παρουσιάζει στο 4=t  ελάχιστο, το 

3)4( =f . Γενικά: 

 

Ορισµός: Μια συνάρτηση f , µε πεδίο ορισµού ένα σύνολο Α , λέµε ότι παρουσιάζει στο 

Α∈0x  (ολικό) ελάχιστο όταν: 

)()( 0xfxf ≥ , για κάθε Α∈x . 

Το Α∈0x  λέγεται θέση ελάχιστου, ενώ το )( 0xf  ολικό ελάχιστο ή απλώς ελάχιστο της 

συνάρτησης f  και το συµβολίζουµε µε )(min xf . 

 

Για παράδειγµα, ας θεωρήσουµε την συνάρτηση 13)( 4 += xxf . Επειδή, 

04 ≥x , για κάθε ℜ∈x  

θα είναι                      03 4 ≥x , για κάθε ℜ∈x  

οπότε θα έχουµε   113 4 ≥+x , για κάθε ℜ∈x  

Εποµένως: )0()( fxf ≥ , για κάθε ℜ∈x . 

 

Άρα, η f  παρουσιάζει ελάχιστο στο 00 =x , το 1)0( =f  

 

 

β) Τη χρονική στιγµή 162 =t  η θερµοκρασία του τόπου παίρνει τη µέγιστη τιµή της, που 

είναι η 11)16( =T  βαθµοί Κελσίου. ∆ηλαδή ισχύει: 

11)16()( =≤ ftf , για κάθε ]24,0[∈t  

 

Για το λόγο αυτό λέµε ότι η συνάρτηση )(tfT =  παρουσιάζει στο 16=t  µέγιστο, το 

11)16( =f . Γενικά: 

 

Ορισµός: Μια συνάρτηση f , µε πεδίο ορισµού ένα σύνολο Α , λέµε ότι παρουσιάζει στο 

Α∈0x  (ολικό) µέγιστο όταν )()( 0xfxf ≤ , για κάθε Α∈x . Το Α∈0x  λέγεται θέση 

µέγιστου, ενώ το )( 0xf  ολικό µέγιστο ή απλώς µέγιστο της f  και το συµβολίζουµε µε 

)(max xf . 

 

Για παράδειγµα, ας θεωρήσουµε την συνάρτηση 13)( 4 +−= xxf  

Επειδή: 04 ≥x , για κάθε ℜ∈x  

θα είναι 03 4 ≤− x , για κάθε ℜ∈x  

οπότε θα έχουµε 113 4 ≤+− x , για κάθε ℜ∈x  

 

Εποµένως: )0()( fxf ≤ , για κάθε ℜ∈x  

Άρα, η f  παρουσιάζει µέγιστο στο 00 =x , το 1)0( =f  

Το (ολικό) µέγιστο και το (ολικό) ελάχιστο µιας συνάρτησης λέγονται ολικά ακρότατα αυτής. 
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ΣΧΟΛΙΟ – ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 

 

Να προσθέσουµε επίσης πως µια συνάρτηση ενδέχεται να έχει και µέγιστο και ελάχιστο 

(σχήµα Α) ή µόνο ελάχιστο (σχήµα Β) ή µόνο µέγιστο (σχήµα Γ) ή να µην έχει ούτε µέγιστο 

ούτε ελάχιστο (σχήµα ∆). 

 

∆ιάγραµµα 1.3.5: Γραφικές παραστάσεις µε µέγιστα και ελάχιστα ή και χωρίς 

 
Πηγή: Ανδρεαδάκης κ.ά., 1998 

 

 

 

Άρτια συνάρτηση: 

 

α) Στο ∆ιάγραµµα 1.3.6 δίνεται η γραφική παράσταση   µιας συνάρτησης f  µε πεδίο 

ορισµού όλο το ℜ . Όπως βλέπουµε η  έχει άξονα συµµετρίας τον άξονα , αφού το 

συµµετρικό κάθε σηµείου της  ως προς τον άξονα  ανήκει στην Cf . 

 

∆ιάγραµµα 1.3.6: Γραφική παράσταση άρτιας συνάρτησης 

 

Πηγή: Ανδρεαδάκης κ.ά., 1998 

 

Cf

Cf yy'

Cf yy'
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Επειδή όµως το συµµετρικό του τυχαίου σηµείου ),( yxM  της Cf  ως προς τον άξονα yy'  

είναι το σηµείο ),(' yxM −  και επειδή τα σηµεία ),( yxM  και ),(' yxM −  ανήκουν στην Cf , 

θα ισχύει )(xfy =  και )( xfy −=  οπότε θα έχουµε: 

)()( xfxf −=−  

 

Η συνάρτηση f  µε την παραπάνω ιδιότητα λέγεται άρτια. 

 

Ορισµός: Μια συνάρτηση f , µε πεδίο ορισµού ένα σύνολο Α , θα λέγεται άρτια, όταν για 

κάθε Α∈x  ισχύει: 

Α∈− x  και )()( xfxf =− . 

Η γραφική παράσταση µιας άρτιας συνάρτησης έχει άξονα συµµετρίας τον άξονα yy' . 

Για παράδειγµα, η συνάρτηση 12)( 24 +−= xxxf  είναι άρτια συνάρτηση, αφού έχει πεδίο 

ορισµού όλο το ℜ  και για κάθε ℜ∈x  ισχύει: 

)(121)()(2)( 2424
xfxxxxxf =+−=+−−−=−  

Άρα, η γραφική παράσταση έχει άξονα συµµετρίας τον άξονα yy' . 

 

Περιττή συνάρτηση: 
 

β) Στο παρακάτω σχήµα δίνεται η γραφική παράσταση Cf  µιας συνάρτησης f  που έχει 

πεδίο ορισµού όλο το ℜ . 

 

∆ιάγραµµα 1.3.7: Γραφική παράσταση περιττής συνάρτησης 

 
 

Πηγή: Ανδρεαδάκης κ.ά., 1998 

 

Όπως βλέπουµε η Cf  έχει κέντρο συµµετρίας την αρχή των αξόνων, αφού το συµµετρικό 

κάθε σηµείου της Cf  ως προς την αρχή των αξόνων ανήκει στην Cf . 

Επειδή όµως το συµµετρικό του τυχαίου σηµείου ),( yxM  της Cf  ως προς την αρχή των 

αξόνων είναι το σηµείο ),(' yxM −−  και επειδή τα σηµεία ),( yxM  και ),(' yxM −−  ανήκουν 

στην Cf , θα ισχύει )(xfy =  και )( xfy −=−  όποτε θα έχουµε: )()( xfxf −=−  

 

Η συνάρτηση f  µε την παραπάνω ιδιότητα λέγεται περιττή. Γενικά: 

 

Ορισµός: Μια συνάρτηση f  µε πεδίο ορισµού ένα σύνολο Α , θα λέγεται περιττή, όταν για 

κάθε Α∈x  ισχύει: Α∈− x  και )()( xfxf −=−  
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Η γραφική παράσταση µιας περιττής συνάρτησης έχει κέντρο συµµετρίας την αρχή των 

αξόνων. 

Για παράδειγµα, η συνάρτηση xxxf −= 32)(  είναι περιττή συνάρτηση επειδή έχει πεδίο 

ορισµού όλο το ℜ  και για κάθε ℜ∈x  ισχύει: 

)(2)()(2)( 33
xfxxxxxf −=+−=−−−=−  

Συνεπώς , η γραφική της παράσταση έχει κέντρο συµµετρίας την αρχή των αξόνων. 

 

 

 

1.4 Όρια συναρτήσεων 
 

Η έννοια του ορίου είναι οπωσδήποτε η πιο σηµαντική και ίσως από τις πιο δύσκολες σε 

ολόκληρο τον Απειροστικό Λογισµό. Στόχος αυτής της ενότητας είναι ο ορισµός των ορίων, 

καθώς θα ξεκινήσουµε όµως για µια ακόµα φορά µε έναν δοκιµαστικό ορισµό και στη 

συνέχεια θα καταλήξουµε στον κανονικό ορισµό του ορίου. Αυτό που θα ορίσουµε δεν είναι 

η λέξη <<όριο>> αλλά η έννοια µιας συνάρτησης που τείνει σε κάποιο όριο. 

 

∆οκιµαστικός Ορισµός: Η συνάρτηση f  τείνει στο όριο l  κοντά στο a , αν µπορούµε να 

φέρουµε το )(xf  όσο κοντά, θέλουµε στο l  απαιτώντας το x  να είναι αρκετά κοντά στο a , 

αλλά όχι ίσο µε το a . 

Από τις έξι πρώτες συναρτήσεις που σχεδιάσαµε στο παρακάτω σχήµα µόνο οι πρώτες τρεις 

τείνουν στο l  κοντά στο a . Παρατηρούµε επίσης ότι, αν και το )(ag  δεν ορίζεται και το 

)(ah  είναι ορισµένο <<µε λάθος τρόπο>>, ισχύει και πάλι ότι η g  και η h  τείνουν στο l  

κοντά στο a . Αυτό γιατί, στον ορισµό µας, αποκλείσαµε ρητά την ανάγκη να εξετάσουµε την 

τιµή της συνάρτησης στο a , αρκεί βέβαια το )(xf  να είναι κοντά στο l  για x  κοντά στο a  

αλλά όχι ίσο µε το a . Απλώς, δεν µας ενδιαφέρει η τιµή του )(af , ούτε καν θέτουµε το 

ερώτηµα αν το )(af  ορίζεται ή όχι. 
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 ∆ιάγραµµα 1.4.1: Γραφικές παραστάσεις συναρτήσεων µε όρια 

 
 

Ένας βολικός τρόπος για να απεικονίσουµε τον ισχυρισµό ότι η f  τείνει στο l  κοντά στο a  

παρέχεται από µια µέθοδο σχεδίασης συναρτήσεων. Σύµφωνα µε αυτήν την µέθοδο 

σχεδιάζουµε δυο ευθείες, που καθεµία παριστάνει στο ℜ , και βέλη από ένα σηµείο x  της 

µιας, στο )(xf  της άλλης. Στην παρακάτω εικόνα δίνουµε µια τέτοια εικόνα για δυο 

διαφορετικές συναρτήσεις. 
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∆ιάγραµµα 1.4.2: Γραφικές παραστάσεις συναρτήσεων µε όρια 

 
 

Αυτός ο ορισµός, απλούστατα, δεν είναι αρκετά ακριβής για να χρησιµοποιηθεί σε 

αποδείξεις. ∆εν είναι καθόλου σαφές πως µπορεί κανείς να <<φέρει>> το )(xf  κοντά στο l  

(οτιδήποτε και αν σηµαίνει το <<κοντά>>) αιτώντας το x  να είναι αρκετά κοντά στο a  (όσο 

κοντά και αν υποτίθεται ότι είναι το <<αρκετά>> κοντά) Ας, αρχίσουµε για µια ακόµα φορά, 

µε τον δοκιµαστικό ορισµό. 

 

∆οκιµαστικός Ορισµός: 
 

Η συνάρτηση f  τείνει κοντά στο όριο l  κοντά στο a  αν µπορούµε να φέρουµε το )(xf  όσο 

κοντά θέλουµε στο l  απαιτώντας το x  να είναι αρκετά κοντά στο a  αλλά όχι ίσο µε το a . 

 

Αρχικά η πρώτη – πρώτη αλλαγή που κάναµε σε αυτόν τον ορισµό, ήταν να σηµειώσουµε ότι 

το να φέρουµε το )(xf  κοντά στο l  σηµαίνει να κάνουµε το lxf −)(  µικρό, και όµοια  για 

το x  και το a : 

 

Η συνάρτηση f  τείνει στο όριο l  κοντά στο a , αν µπορούµε να κάνουµε το lxf −)(  όσο 

µικρό θέλουµε απαιτώντας το ax −  να είναι αρκετά µικρό, και ax ≠ . 

 

Η δεύτερη πιο ουσιαστική αλλαγή ήταν να σηµειώσουµε ότι το να κάνουµε το lxf −)(  όσο 

µικρό θέλουµε σηµαίνει να κάνουµε το ε<− lxf )(  για οποιοδήποτε 0>ε  που µπορεί να 

µας δοθεί: 
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Η συνάρτηση f  τείνει στο όριο l  κοντά στο a , αν για κάθε αριθµό 0>ε  µπορούµε να 

κάνουµε το ε<− lxf )(  απαιτώντας το ax −  να είναι αρκετά µικρό, και  ax ≠ . 

 

Ορισµός ακολουθίας: 

Λέµε ότι η ακολουθία ( )nx  συγκλίνει στον αριθµό x  ή ότι η 
nx  τείνει στον x  ή ότι ο x  είναι 

το όριο της ( )nx  αν για κάθε 0>ε  υπάρχει Nn ∈0
 ώστε να ισχύει 

ε<− xxn  

για κάθε Nn ∈ , 
0nn ≥ . Πιο συνοπτικά: )( nxn  συγκλίνει στον x  αν για κάθε 0>ε  ισχύει 

τελικά ε<− xxn . Το ότι η ( )nx  συγκλίνει στον  x  το συµβολίζουµε: 

xxn →  ή xxn =lim  ή 
+∞→

=
n

n xxlim . 

Αν η ( )nx  δεν συγκλίνει σε κανέναν αριθµό, τότε λέµε ότι η ( )nx  αποκλίνει. Μπορούµε να 

εκφράσουµε τα προηγούµενα λέγοντας  πιο απλά: η ακολουθία ( )nx  συγκλίνει στον x  αν η 

απόσταση του n-οστού όρου ( )nx  από τον x  είναι τελικά µικρότερη από κάθε θετικό αριθµό 

ή αλλιώς: η ακολουθία ( )nx  συγκλίνει στον x  αν ο n-οστός όρος ( )nx  πλησιάζει απεριόριστα 

στον x  όταν ο n  γίνεται κατάλληλα µεγάλος. 

 

ΣΧΟΛΙΟ: 
 

Για να αποδείξουµε ότι xxn →  θεωρούµε έναν τυχόντα 0>ε  και προσπαθούµε να 

αποδείξουµε την ύπαρξη ενός Nn ∈0
 ο οποίος εξαρτάται από τον ε  τέτοιου ώστε από 

0, nnNn ≥∈  να συνεπάγεται ( ⇒ ) xxn −  <ε  ή ισοδύναµα ώστε να ισχύει xxn −  < ε  

αρκεί να ισχύει Nn ∈  Nn ≥ . 

 

Έστω η συνάρτηση 
1

1
)(

2

−
−

=
x

x
xf , η οποία δεν ορίζεται για 1=x . Ας εξετάσουµε όµως τη 

συµπεριφορά της f  για τιµές του x  κοντά στο 1. 

Ο παρακάτω πίνακας δείχνει τις τιµές του )(xf   για τιµές του x  κοντά στο 1. 

 

1<x  )(xf  1>x  )(xf  

0,5 1,500000 1,5 2,500000 

0,9 1,900000 1,1 2,100000 

0,99 1,990000 1,01 2,010000 

0,999 1,999000 1,001 2,001000 

0,9999 1,999900 1,0001 2,000100 

 

Από τον πιο πάνω πίνακα συµπεραίνουµε ότι όταν το x  παίρνει τιµές πολύ κοντά στο 1 (και  

από τις δυο πλευρές του 1), το )(xf  παίρνει τιµές πολύ κοντά στο 2. Στο ίδιο συµπέρασµα 

καταλήγουµε αν παρατηρήσουµε πως για το 1≠x  είναι: 

 

1
1

)1)(1(

1

1
)(

2

+=
−

+−
=

−
−

= x
x

xx

x

x
xf , 
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όποτε όταν το x  παίρνει τιµές που τείνουν στο 1 )1( →x , τότε το 1)( += xxf  παίρνει τιµές 

που τείνουν στο 2 )21( →+x . Λέµε λοιπόν ότι η f  έχει στο σηµείο 1 όριο (limit) 2 και 

γράφουµε 
1

2)(lim
→

=
x

xf . 

 

 

 

∆ιάγραµµα 1.4.3 

 
 

Με το προηγούµενο παράδειγµα παρουσιάσαµε µε απλό τρόπο και χωρίς µαθηµατική 

αυστηρότητα την έννοια του ορίου µια συνάρτησης f  σε ένα σηµείο 
0x  που δεν ανήκει στο 

πεδίο ορισµού της, υπάρχουν όµως σηµεία του πεδίου ορισµού της πολύ κοντά στο . 

Τίποτα βέβαια δεν αποκλείει την αναζήτηση του ορίου µιας συνάρτησης και σε ένα σηµείο 

0x  που να ανήκει στο πεδίο ορισµού της. Για παράδειγµα, έστω η συνάρτηση 2
3

1
)( += xxf , 

που είναι ορισµένη στο ℜ . Παρατηρούµε ότι όταν 0→x , το 2)( →xf , δηλαδή 

0

2)(lim
→

=
x

xf . Οµοίως, 2)(lim
0

=
→

xf
x

 και 0lim
0

=
→

x
x

. 

 

 

 

 

 

 

 

 

0x
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∆ιάγραµµα 1.4.4: Γραφικές παραστάσεις συναρτήσεων  

 
 

 

ΠΛΕΥΡΙΚΑ ΟΡΙΑ 

 

Ορισµός: Έστω ℜ→Αℜ⊆Α :, f  συνάρτηση, 
0x  σηµείο συσσώρευσης του Α  και ℜ∈l . 

Λέγεται ότι το όριο της f  όταν το x  τείνει στο 
0x  εξ αριστερών είναι l  και συµβολικα 

γράφουµε lxf
xx

=
−→

)(lim
0

, εάν για κάθε 0>ε  υπάρχει 0>δ  τέτοιο, ώστε για κάθε Α∈x  µε 

00 xxx <<− δ  να έχουµε ε<− lxf )( .  

Λέγεται ότι το όριο της f  όταν το x  τείνει στο 
0x  εκ δεξιών είναι l  και συµβολικά γράφουµε 

lxf
xx

=
+→

)(lim
0

, εάν για κάθε   0>ε  υπάρχει 0>δ  τέτοιο, ώστε για κάθε Α∈x  µε 

δ+<< 00 xxx  να έχουµε ε<− lxf )( . 

 

Ορισµός: : Έστω ℜ→Αℜ⊆Α :, f  συνάρτηση και 
0x  σηµείο συσσώρευσης του Α  

Λέγεται ότι το όριο της f  όταν το x  τείνει στο 
0x  εξ αριστερών είναι ∞+ (αντίστοιχα, ∞− ) 

και συµβολικά γράφουµε +∞=
−→

)(lim
0

xf
xx

 (αντίστοιχα, −∞=
−→

)(lim
0

xf
xx

), εάν για κάθε 0>E  

υπάρχει 0>δ  τέτοιο, ώστε για κάθε Α∈x  µε 
00 xxx <<−δ  να έχουµε Exf >)(  (αντίστοιχα, 

Exf −<)( ). 

Λέγεται ότι το όριο της f  όταν το x  τείνει στο 
0x  εκ δεξιών είναι ∞+  (αντίστοιχα, ∞− ) και 

συµβολικά γράφουµε +∞=
+→

)(lim
0

xf
xx

 (αντίστοιχα, −∞=
+→

)(lim
0

xf
xx

), εάν για κάθε 0>E  

υπάρχει 0>δ  τέτοιο, για κάθε Α∈x  µε δ+<< 00 xxx  να έχουµε Exf >)(  (αντίστοιχα, 

Exf −<)( ). 

 Πηγή: Μεγαρίτης κ.ά., 2010 
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1.5 Συνέχεια συναρτήσεων 
 

Αν  είναι µια τυχαία συνάρτηση, δεν ισχύει αναγκαστικά ότι )()(lim afxf
ax

=
→

 

Πράγµατι, η παραπάνω σχέση µπορεί να µην ισχύει για πολλούς λόγους. Για παράδειγµα, η 

f  µπορεί να µην ορίζεται καν στο a , όποτε σε αυτήν την περίπτωση η εξίσωση δεν έχει 

νόηµα όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα. 

 

∆ιάγραµµα 1.5.1: Γραφική παράσταση συνάρτησης µε όριο 

 
 

Μπορεί πάλι να µην υπάρχει το )(lim xf
ax→

 στο παρακάτω σχήµα. Τέλος, όπως φαίνεται στο 

τελευταίο σχήµα ακόµα και αν η f  ορίζεται στο a  και το )(lim xf
ax→

 υπάρχει, το όριο µπορεί 

να µην είναι ίσο µε )(af . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

f
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∆ιάγραµµα 1.5.2: Γραφικές παραστάσεις µη συνεχών συναρτήσεων 

 
 

 

 

Θα ήταν εύλογο να χαρακτηριστεί αφύσικη κάθε συµπεριφορά αυτού του τύπου και να 

τοποθετήσουµε  έναν τίτλο ευγενείας, σε εκείνες τις συναρτήσεις που δεν παρουσιάζουν 

τέτοιες ιδιαιτερότητες. Ο όρος που έχει γίνει αποδεκτός είναι <<συνεχής>>. ∆ιαισθητικά, µια 

συνάρτηση f  είναι συνεχής αν η γραφική παράσταση δεν παρουσιάζει χάσµατα, άλµατα ή 

απότοµες ταλαντώσεις. Αν και αυτή η περιγραφή συνήθως επιτρέπει στον καθένα να 

αποφανθεί για το αν µια συνάρτηση είναι συνεχής κοιτάζοντας απλώς τη γραφική της 

παράσταση, µπορεί εύκολα να οδηγήσει σε πλάνη, για αυτό ο ακριβής ορισµός είναι πολύ 

σηµαντικός. 

 

 

 

Ορισµός: Η συνάρτηση είναι συνεχής στο a  αν )()(lim afxf
ax

=
→

. 

 

Έστω οι συναρτήσεις hgf ,,  των οποίων οι γραφικές παραστάσεις δίνονται στα παρακάτω 

σχήµατα: 
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∆ιάγραµµα 1.5.3: Γραφικές παραστάσεις συνεχών συναρτήσεων 

 
 

 

Παρατηρούµε ότι: 

 

- Η συνάρτηση  είναι ορισµένη στο 
0x  και ισχύει: . 

- Η συνάρτηση g  είναι ορισµένη στο 
0x  αλλά )()(lim 0

0

xgxg
xx

≠
→

. 

- Η συνάρτηση h  είναι ορισµένη στο  αλλά δεν υπάρχει το όριο της. 

 

Από τις τρεις γραφικές παραστάσεις του παραπάνω σχήµατος µόνο η γραφική παράσταση της 

 δε διακόπτεται στο . Είναι, εποµένως φυσικό να ονοµάσουµε συνεχή στο  µόνο τη 

συνάρτηση . Γενικά, έχουµε τον ακόλουθο ορισµό. 

 

Έστω µια συνάρτηση  και  ένα σηµείο  του πεδίου ορισµού της. Θα λέµε ότι η f  

είναι συνεχής στο 
0x , όταν: 

)()(lim 0
0

xfxf
xx

=
→

 

 

Για παράδειγµα, η συνάρτηση xxf =)(  είναι συνεχής στο 0 αφού:          

)0(0lim)(lim
00

fxxf
xx

===
→→

. 

 

 

Σύµφωνα µε τον παραπάνω ορισµό, µια συνάρτηση f  δεν είναι συνεχής σε ένα σηµείο  

του πεδίου ορισµού της όταν: 

α) ∆εν υπάρχει το όριο της στο  ή 

f )()(lim 0
0

xfxf
xx

=
→

0x

f 0x 0x

f

f 0x 0x

0x

0x
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β) Υπάρχει το όριο της στο 
0x , αλλά είναι διαφορετικό από την τιµή της )( 0xf , στο σηµείο 

0x . 

Για παράδειγµα: 

 

- Η συνάρτηση 




=
≤+

>−

0   1

0  2

2

)(
xx

xx

xf
αν

αν
 δεν είναι συνεχής στο 0 αφού

1)1(lim)(lim
2

00
=+=

−− →→
xxf

xx
, ενώ 2)2(lim)(lim

00
=−=

++ →→
xxf

xx

 οπότε δεν υπάρχει το όριο της f  

στο 0. 

 

Συνέχεια συνάρτησης σε διάστηµα και βασικά θεωρήµατα 

 

Πολλά από τα θεωρήµατα της ανάλυσης αναφέρονται σε συναρτήσεις οι οποίες είναι 

συνεχείς σε διαστήµατα του πεδίου ορισµού τους. Είναι, εποµένως απαραίτητο να 

γνωρίζουµε τι αινούµε όταν λέµε ότι µια συνάρτηση f  είναι συνεχής σε ένα διάστηµα. 

 

Ορισµός: 

● Μια συνάρτηση f  θα λέµε ότι είναι συνεχής σε ένα ανοικτό διάστηµα ),( βα  όταν είναι 

συνεχής σε κάθε σηµείο του ),( βα . 

 

● Μια συνάρτηση f  θα λέµε ότι είναι συνεχής σε ένα κλειστό διάστηµα [ ]βα ,  όταν είναι 

συνεχής σε κάθε σηµείο του ),( βα  και επιπλέον: )()(lim afxf
ax

=
+→

 και )()(lim β
β

fxf
x

=
−→

. 

 

 

Θεώρηµα του Bolzano 

 

Ορισµός: 

Έστω µια συνάρτηση f , η οποία είναι ορισµένη σε ένα κλειστό διάστηµα [ ]βα , . Αν: 

● η f  είναι συνεχής στο [ ]βα ,  και επιπλέον ισχύει 

● 0)()( <⋅ βfaf . 

τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον ( )βα ,0 ∈x  τέτοιο ώστε 0)( 0 =xf . ∆ηλαδή υπάρχει µια 

τουλάχιστον ρίζα της εξίσωσης 0)( =xf  στο ανοιχτό διάστηµα ),( βα . 

 

∆ιάγραµµα 1.5.4: Απεικόνιση θεωρήµατος Bolzano 

 
Πηγή: Ανδρεαδάκης κ.ά., 1998 
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Θεώρηµα Ενδιάµεσων Τιµών: 

 

Το συγκεκριµένο θεώρηµα αποτελεί γενίκευση του θεωρήµατος του Bolzano καθώς επίσης 

είναι γνωστό ως θεώρηµα ενδιαµέσων τιµών. 

 

Ορισµός: 

Έστω µια συνάρτηση f , ορισµένη σε ένα διάστηµα [ ]βα , . Αν: 

● η f  είναι συνεχής στο [ ]βα ,  και 

● ( )βα ff ≠)(  

τότε, για κάθε αριθµό η  µεταξύ των )(af  και )(βf  υπάρχει ένας, τουλάχιστον ( )βα ,0 ∈x  

τέτοιος ώστε η=)( 0xf . 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 
 

∆ιαφορικός και Ολοκληρωτικός Λογισµός 

 

2.1 Παράγωγοι Συναρτήσεων 
 

Σε αυτό το µέρος, θα ασχοληθούµε µε δυο έννοιες, η µια είναι αυτή της συνάρτησης, ενώ η 

άλλη είναι αυτή του ολοκληρώµατος. Οι δυο αυτές έννοιες µαζί αποτελούν την πηγή, όπου 

αντλεί την ιδιαίτερη γοητεία ο απειροστικός λογισµός. Η έννοια της συνάρτησης, τα όρια, η 

συνέχεια και πολλές έννοιες που έχουµε ασχοληθεί µέχρι τώρα, µπορεί να είναι θεµελιώδεις 

και απαραίτητα στην επιστήµη των οικονοµικών και των µαθηµατικών, ωστόσο είναι 

αλήθεια ότι είναι µια προετοιµασία για αυτήν την ενότητα. Οι έννοιες αυτές, θεωρείται ότι 

είναι κυρίως µαθηµατικές, παρόλα αυτά οι πιο πολλές ιδέες, παραδείγµατα και ορισµοί 

χρησιµοποιήθηκαν στην Φυσική. Έτσι λοιπόν µε κάποια µικρή βοήθεια, αυτής της επιστήµης 

θα δούµε µερικά παραδείγµατα. 

(Michael Spivak, 2013) 

 

Στιγµιαία ταχύτητα: 

 

Ας θεωρήσουµε ένα σώµα το οποίο κινείται κατά µήκος ενός άξονα χ και ας υποθέσουµε ότι 

)(tSS =  είναι η τετµηµένη του σώµατος αυτού τη χρονική στιγµή t . 

 

∆ιάγραµµα 2.1.1: Γραφική παράσταση στιγµιαίας ταχύτητας ανά το χρόνο 

 

 
Πηγή: Ανδρεαδάκης κ.ά., 1998 

 

Η συνάρτηση S καθορίζει τη θέση του σώµατος τη χρονική στιγµή t  και ονοµάζεται 

συνάρτηση θέσης του κινητού. Ας υποθέσουµε τώρα ότι κάποια χρονική στιγµή 
0t  το κινητό 

βρίσκεται στη θέση 
0M  και ότι µετά από παρέλευση χρόνου h , δηλαδή τη χρονική στιγµή 

htt += 0
 βρίσκεται στη θέση M . 

Στο χρονικό διάστηµα από 
0t  έως t  η µετατόπιση του κινητού είναι ίση µε ( ) ( )0tStS − . Άρα, 

η µέση ταχύτητα του κινητού σε αυτό το χρονικό διάστηµα είναι: 

χρονος
µετατοπιση

=
−

−

0

0 )()(

tt

tStS
 

Όσο πιο κοντά είναι το t  στο 
0t , τόσο η µέση ταχύτητα του κινητού δίνει µε καλύτερη 

προσέγγιση το ρυθµό αλλαγής της θέσης του κινητού κοντά στο 
0t  . Για το λόγο αυτό το όριο 

της µέσης ταχύτητας καθώς το t  τείνει στο 
0t , το ονοµάζουµε στιγµιαία ταχύτητα του 

κινητού τη χρονική στιγµή 
0t  και τη συµβολίζουµε µε )( 0tU . ∆ηλαδή: 
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( ) ( )
0

0
0

)(
lim

0 tt

tStS
tU

tt −

−
=

→
 

 

Για παράδειγµα, αν tttS 4)( 2 +−=  είναι η συνάρτηση θέσης ενός κινητού: 

 

∆ιάγραµµα 2.1.2: Γραφική παράσταση στιγµιαίας ταχύτητας ανά το χρόνο 

 

 
Πηγή: Ανδρεαδάκης κ.ά., 1998 

 

τότε η στιγµιαία ταχύτητα του κινητού κατά τις χρονικές στιγµές 10 =t , 22 =t , 33 =t  είναι 

αντιστοίχως: 

 

● ( ) ( ) ( ) ( )
2

1

)3(1
lim

1

34
lim

1

1
lim1

1

2

11
=

−
−−−

=
−

−+−
=

−
−

=
→→→ t

tt

t

tt

t

StS
U

ttt
 

 

● ( ) ( ) ( ) ( )
0

2

)2(2
lim

2

44
lim

2

2
lim2

2

2

22
=

−
−−−

=
−

−+−
=

−
−

=
→→→ t

tt

t

tt

t

StS
U

ttt
 

 

● ( ) ( ) ( ) ( )
2

3

)3(1
lim

3

34
lim

3

3
lim3

3

2

33
−=

−
−−−

=
−

−+−
=

−
−

=
→→→ t

tt

t

tt

t

StS
U

ttt
 

 

Ορισµός: 

Έστω µια συνάρτηση f  και ( ))(, 00 xfxA  ένα σηµείο της Cf . Αν υπάρχει το 

0

0 )()(
lim

0 xx

xfxf

xx −

−
→

 και είναι πραγµατικός αριθµός λ  τότε ορίζουµε ως εφαπτοµένη της Cf  

στο σηµείο της Α  την ευθεία ε  που διέρχεται  από το Α  και έχει συντελεστή διεύθυνσης λ . 

Εποµένως, η εξίσωση της εφαπτοµένης στο σηµείο ( ))(, 00 xfxA  είναι ( )00 )( xxxfy −=− λ , 

όπου 
0

0 )()(
lim

0 xx

xfxf

xx −

−
=

→
λ . 

Για παράδειγµα, έστω η συνάρτηση 2)( xxf =  και το σηµείο της )1,1(Α . Επειδή 

( ) 21lim
1

1
lim

1

)1()(
lim

1

2

11
=+=

−
−

=
−
−

→→→
x

x

x

x

fxf

xxx
 ορίζεται εφαπτόµενη της Cf  στο σηµείο της 

)1,1(Α .  Η εφαπτόµενη αυτή έχει συντελεστή διεύθυνσης 2=λ  και εξίσωση )1(21 −=− xy . 
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∆ιάγραµµα 2.1.3: Εφαπτοµένη σε συνάρτηση  

 

 
Πηγή: Ανδρεαδάκης κ.ά., 1998 

 

Ορισµός παραγώγου συνάρτησης σε σηµείο 

 

Ο ορισµός της στιγµιαίας ταχύτητας ενός κινητού και της εφαπτοµένης σε σηµείο µιας 

καµπύλης µας οδήγησαν σε ένα όριο της µορφής: 
0

0 )()(
lim

0 xx

xfxf

xx −

−
→

. 

Για την ιδιαίτερη περίπτωση που το παραπάνω όριο υπάρχει και είναι πραγµατικός αριθµός, 

δίνουµε τον ακόλουθο ορισµό: 

 

Ορισµός: 

 

Μια συνάρτηση f  λέµε ότι είναι παραγωγίσιµη σε ένα σηµείο 
0x  του πεδίου ορισµού της, 

αν υπάρχει το 
0

0 )()(
lim

0 xx

xfxf

xx −

−
→

 και είναι πραγµατικός αριθµός. 

Το όριο αυτό ονοµάζεται παραγωγός της f  στο 
0x  και συµβολίζεται µε . ∆ηλαδή: 

0

0
0

)()(
lim)('

0 xx

xfxf
xf

xx −

−
=

→
. 

 

Για παράδειγµα: 

αν ( ) 12 += xxf , τότε στο 10 =x  έχουµε 

2)1(lim
1

)1)(1(
lim

1

1
lim

1

)1()(
lim

11

2

11
=+=

−
+−

=
−
−

=
−
−

→→→→
x

x

xx

x

x

x

fxf

xxxx
 

 

Εποµένως, 2)1(' =f  

Αν τώρα, στην ισότητα 
0

0
0

)()(
lim)('

0 xx

xfxf
xf

xx −

−
=

→
 θέσουµε hxx += 0

 τότε έχουµε 

 

( )
h

xfhxf
xf

h

00

0
0

)(
lim)('

−+
=

→
. 

 

)(' 0xf
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2.2 Βασικές Παράγωγοι – Παράγωγος μερικών βασικών 
συναρτήσεων 
 
 

● Έστω η σταθερή συνάρτηση cxf =)( , ℜ∈c . Η συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιµη στο 

ℜ  και ισχύει 0)(' =xf , δηλαδή: 

( ) 0'=c . 

Πράγµατι, αν 
0x  είναι ένα σηµείο του ℜ  , τότε για 

0xx ≠  ισχύει: 

0
)()(

00

0 =
−
−

=
−

−

xx

cc

xx

xfxf
 

Εποµένως, 0
)()(

lim
0

0

0

=
−

−
→ xx

xfxf

xx
 

 

∆ηλαδή:        ( ) 0'=c  

 

● Έστω η συνάρτηση xxf =)( . Η συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιµη στο ℜ  και ισχύει 

1)(' =xf , δηλαδή: 

( ) 1' =x . 

Πράγµατι αν 
0x  είναι ένα σηµείο του ℜ , τότε για 

0xx ≠  ισχύει: 1
)()(

0

0

0

0 =
−

−
=

−

−

xx

xx

xx

xfxf
 

Εποµένως, 11lim
)()(

lim
00

0

0 ==
−

−
→→ xxxx xx

xfxf
 δηλαδή: ( ) .1'=x  

 

● Έστω η συνάντηση ( ) ν
xxf =  , { }1,0−Ν∈ν . Η συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιµη στο ℜ  

και ισχύει 1)(' −= ννxxf , δηλαδή: ( ) 1' −= νν νxx . 

 

 

Πράγµατι αν 
0x  είναι ένα σηµείο στο ℜ , τότε για 

0xx ≠  ισχύει: 

( )( ) 1

00

21

0

1

00

21

0

0

0

0

0 ...
....)()( −−−

−−−

+++=
−

+++−
=

−

−
=

−

− ννν
ννννν

xxxx
xx

xxxxxx

xx

xx

xx

xfxf
 

οπότε, ( ) 1

0

1

0

1

0

1

0

1

00

21

0

0 ......lim
)()(

lim
00

−−−−−−−

→→
=+++=+++=

−

− ννννννν νxxxxxxxx
xx

xfxf

xxxx
 

δηλαδή: ( ) 1' −= νν νxx . 

 

● Έστω η συνάντηση ( ) xxf = . Η συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιµη στο ( )+∞,0  και 

ισχύει ( )
x

xf
2

1
' = , δηλαδή: ( )

x
x

2

1
'= . 
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Πράγµατι, αν 
0x  είναι ένα σηµείο του ( )+∞,0 , τότε για 0≠x , ισχύει: 

( ) ( )
( )( ) ( )( ) 000

0

0

00

0

0

0

0 1)()(

xxxxxx

xx

xxxx

xxxx

xx

xx

xx

xfxf

o +
=

+−

−
=

+−

+⋅−
=

−

−
=

−

−
 

οπότε 
( ) ( )

000

0

2

11
limlim

00 xxxxx

xfxf

xxxx
=

+
=

−

−
→→

 δηλαδή, ( )
x

x
2

1
'=  . 

 

● Έστω η συνάρτηση ( ) xxf ηµ= . Η συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιµη στο ℜ  και ισχύει 

( ) xxf συν='  δηλαδή: ( ) xx συνηµ =' . 

 

Πράγµατι, για κάθε ℜ∈x  και 0≠h  ισχύει: 

( ) ( ) ( )
h

h
x

h

h
x

h

xhhx

h

xhx

h

xfhxf ηµ
συν

συν
ηµ

ηµηµσυνχσυνηµηµηµ
⋅+

−
⋅=

−⋅+⋅
=

−+
=

−+ )1(
 

Επειδή, 1lim
0

=
→ h

h

h

ηµ
 και 0

1
lim

0
=

−
→ h

h

h

συν
 έχουµε: 

( ) ( )
xxx

h

xfhxf

h
συνσυνηµ =⋅+⋅=

−+
→

10lim
0

 δηλαδή: ( ) xx συνηµ =' . 

 

● Έστω η συνάρτηση ( ) xxf συν= . Η συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιµη στο ℜ  και ισχύει 

( ) xxf ηµ−='  δηλαδή: xx ηµσυν −=)'(  

 

Πράγµατι, για κάθε ℜ∈x  και 0≠h  ισχύει: 

( ) ( )
h

h
x

h

h
x

h

xhxhx

h

xhx

h

xfhxf ηµ
ηµ

συν
συν

συνηµηµσυνσυνσυνσυν
⋅−

−
⋅=

−⋅−⋅
=

−+
=

−+ 1)(
 

οπότε, 

( ) ( )
xxx

h

h
x

h

h
x

h

xfhxf

hhh
ηµηµσυν

ηµ
ηµ

συν
συν −=⋅−⋅=







 ⋅−






 −
⋅=

−+
→→→

10lim
1

limlim
000

 

δηλαδή: ( ) xx ηµσυν −=' . 

 

 

● Έστω η συνάρτηση ( ) x
exf = . Αποδεικνύεται ότι η f  είναι παραγωγίσιµη στο ℜ  και 

ισχύει ( ) x
exf ='  δηλαδή: xx

ee =)( . 

 

 

● Έστω η συνάρτηση ( ) xxf ln=  . Αποδεικνύεται ότι η f  είναι παραγωγίσιµη στο ( )+∞,0  

και ισχύει ( )
x

xf
1

' =  δηλαδή:  ( )
x

x
1

'ln = . 
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2.3 Ιδιότητες Παραγώγων – Παράγωγος μερικών βασικών 
συναρτήσεων 
 

 

 

Παράγωγος Αθροίσµατος 

 

Πρώτο θεώρηµα 

 

Αν οι συναρτήσεις gf ,  είναι παραγωγίσιµες στο 
0x , τότε και η συνάρτηση gf +  είναι 

παραγωγίσιµη στο 
0x  και ισχύει: ( ) ( ) )(')('' 000 xgxfxgf +=+ . 

Επειδή οι συναρτήσεις gf ,  είναι παραγωγίσιµες στο 
0x , έχουµε: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) )(''limlim
)()(

lim 00

0

0

0

0

0

0

000

xgxf
xx

xgxg

xx

xfxf

xx

xgfxgf

xxxxxx
+=

−

−
+

−

−
=

−

+−+
→→→

 δηλαδή: 

( ) )(')(')'( 000 xgxfxgf +=+  

 

 

Αν οι συναρτήσεις gf ,  είναι παραγωγίσιµες σε ένα διάστηµα ∆  τότε για κάθε ∆∈x  ισχύει: 

( ) )(')(')'( xgxfxgf +=+  . 

 

Παράγωγος Γινοµένου 

 

∆εύτερο θεώρηµα: 

 

Αν οι συναρτήσεις gf ,  είναι παραγωγίσιµες στο 
0x , τότε και η συνάρτηση gf ⋅  είναι 

παραγωγίσιµη στο 
0x  και ισχύει: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )00000 ')(' xgxfxgxfxgf ⋅+⋅=⋅⋅ . 

Αν οι συναρτήσεις gf ,  είναι παραγωγίσιµες σε ένα διάστηµα ∆ , τότε για κάθε ∆∈x  

ισχύει: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) )(''' xgxfxgxfxgf ⋅+⋅=⋅ . 

 

Αν f  παραγωγίσιµη συνάρτηση σε ένα διάστηµα ∆  και ∆∈c  επειδή 0)'( =c , σύµφωνα µε 

το δεύτερο θεώρηµα τότε ισχύει: ( )( ) )('' xcfxcf =  

 

Για παράδειγµα,       ( ) ( ) 2233 2137'7'7 xxxx =⋅==  

 

Παράγωγος Πηλίκου 

 

Τρίτο θεώρηµα: 

 

Αν οι συναρτήσεις gf ,  είναι παραγωγίσιµες στο 
0x  και ( ) 00 ≠xg , τότε και η συνάρτηση 

g

f
 είναι παραγωγίσιµη στο 

0x  και ισχύει:  
( ) ( ) ( ) ( )

( )[ ]2

0

0000
0

''
)('

xg

xgxfxgxf
x

g

f ⋅−⋅
=
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Αν οι συναρτήσεις gf ,  είναι παραγωγίσιµες σε ένα διάστηµα ∆  και για κάθε ∆∈x  ισχύει 

( ) 0≠xg  τότε για κάθε ∆∈x  έχουµε: ( )
( )[ ]2

)(')()()('
'

xg

xgxfxgxf
x

g

f ⋅−⋅
=








. 

 

Για παράδειγµα,       

( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( )2

2

2

22

2

2

2

222

15

25

15

5210

15

5152

15

'1515'
'

15 −

−
=

−

−−
=

−

⋅−−
=

−

−−−
=









− x

xx

x

xxx

x

xxx

x

xxxx

x

x
, 

5

1
≠x

. 

Παράγωγος σύνθετης συνάρτησης 

 

Έστω ότι θέλουµε την παράγωγο της συνάρτησης xy 2ηµ=  η οποία είναι σύνθεση της 

xxg 2)( =  και της ( ) xxf ηµ= . Επειδή xxx συνηµηµ ⋅= 22 , έχουµε 

( ) ( ) ( ) ( )'2'2'2'2 xxxxxxx συνηµσυνηµσυνηµηµ ⋅+=⋅= =

( ) xxxxx 22222 2222 συνηµσυνηµσυν =−=−  

 

Από ότι βλέπουµε η παράγωγος της xy 2ηµ=  δεν είναι συνάρτηση xy 2συν= , όπως ίσως 

θα περίµενε κανείς από τον τύπο ( ) xx συνηµ =' . Αυτό εξηγείται µε το παρακάτω θεώρηµα: 

 

Τέταρτο θεώρηµα 

 

Αν η συνάρτηση g  είναι παραγωγίσιµη στο 
0x  και η f  είναι παραγωγίσιµη στο ( )0xg , τότε 

και η συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιµη στο 
0x  και ισχύει ( ) ( ) ( )( ) ( )000 ''' xgxgfxgf ⋅=o . 

Γενικά, όταν µια συνάρτηση g  είναι παραγωγίσιµη σε ένα διάστηµα ∆  και η f  είναι 

παραγωγίσιµη στο ( )∆g , τότε η συνάρτηση gf o  είναι παραγωγίσιµη στο ∆  και  ισχύει: 

( )( )( ) ( )( ) ( )xgxgfxgf ''' ⋅= . 

 

 

 

 

2.4 Μελέτη συνάρτησης με χρήση παραγώγων 
 

Ένας από τους σκοπούς αυτού του κεφαλαίου είναι να δικαιολογήσουµε τον χρόνο που 

αφιερώσαµε µαθαίνοντας πώς να βρίσκουµε την παράγωγο µιας συνάρτησης. Στη συνέχεια 

θα δούµε πως γενικά όταν κάποιος ξέρει λίγα πράγµατα δηλαδή, έχει λίγες πληροφορίες για 

την 'f , τότε έχει πολλές πληροφορίες για την συνάρτηση f  που τον αφορά. Το να 

αντλήσουµε όµως πληροφορίες για την συνάρτηση f  η οποία µας αφορά, µε βάση κάποιες 

πληροφορίες για την 'f , απαιτεί αρκετή και δύσκολη δουλειά και θα αρχίσουµε µε ένα 

θεώρηµα που είναι πραγµατικά εύκολο και κατανοητό. 

Ένα πολύ βασικό θεώρηµα, από τα πολλά θεωρήµατα του ∆ιαφορικού Λογισµού, είναι το 

Θεώρηµα της Μέσης Τιµής. Αρχικά όµως, θα διατυπώσουµε το θεώρηµα του Rolle, το οποίο 

είναι ειδική περίπτωση του Θεωρήµατος Μέσης Τιµής και στη συνέχεια διατυπώνουµε το 

Θεώρηµα Μέσης Τιµής, το οποίο αποδεικνύεται µε τη βοήθεια του θεωρήµατος του Rolle. 
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Θεώρηµα Rolle: 

Αν µια συνάρτηση είναι: 

● συνεχής στο κλειστό διάστηµα [ ]βα ,  

● παραγωγίσιµη στο ανοιχτό διάστηµα ( )βα ,  και 

● ( ) ( )βα ff =  

τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον ( )βαζ ,∈  τέτοιο, ώστε: 0)(' =ζf  . 

 

 

Γεωµετρική Ερµηνεία: 

Γεωµετρικά αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον, ( )βαζ ,∈  τέτοιο, ώστε η 

εφαπτοµένη της Cf  στο ( )),( ζζ fM  να είναι παράλληλη στον άξονα των x . 

 

∆ιάγραµµα 2.4.1: Απεικόνιση εφαπτοµένης µέσω θεωρήµατος Rolle  

 
Πηγή: Ανδρεαδάκης κ.ά., 1998 

 

 

Για παράδειγµα, έστω η συνάρτηση ( ) 542 +−= xxxf , [ ]3,1∈x . Επειδή η f  είναι συνεχής 

στο [ ]3,1  µε 42)(' −= xxf  και ( ) ( )321 ff == , σύµφωνα µε το θεώρηµα Rolle, θα υπάρχει 

ένας αριθµός ( )3,1∈ζ  τέτοιος ώστε ( ) 0' =ζf . Για την εύρεση του αριθµού ζ , έχουµε:  

( ) 20420' =⇔=−⇔= ζζζf . 
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    ∆ιάγραµµα 2.4.2: Απεικόνιση εφαπτοµένης µέσω θεωρήµατος Rolle 

 
Πηγή: Ανδρεαδάκης κ.ά., 1998 

 

 

 

 

Θεώρηµα Μέσης Τιµής ∆ιαφορικού Λογισµού (Θ.Μ.Τ) 

Αν µια συνάρτηση f  είναι: 

● συνεχής στο κλειστό διάστηµα [ ]βα ,  

● παραγωγίσιµη στο ανοιχτό διάστηµα ( )βα ,  και τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον, ( )βαξ ,∈  

τέτοιο ώστε: 

( ) ( )
αβ

αβ
ξ

−
−

=
ff

f )('  

 

Αν το πάρουµε γεωµετρικά αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ( )βαξ ,∈  τέτοιο, 

ώστε η εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης της f  στο ( )),( ξξ fM  να είναι παράλληλα 

της ευθείας ΑΒ . 

 

∆ιάγραµµα 3.4.3: Γεωµετρική απεικόνιση Θεωρήµατος Μέσης Τιµής 

 

 

 
Πηγή: Ανδρεαδάκης κ.ά., 1998 

 

Μ

Β

Α

α
βξ

ε
ξ΄

ε΄
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Για παράδειγµα έστω η συνάρτηση: ( ) xxf = , [ ]4,0∈x  και παραγωγίσιµη στο ( )4,0 , µε 

( )
x

xf
2

1
' = , σύµφωνα µε το θεώρηµα µέσης τιµής, θα υπάρχει ένας αριθµός ( )4,0∈ζ  

τέτοιος, ώστε ( ) ( ) ( )
2

1

04

04
' =

−
−

=
ff

f ζ . 

 

∆ιάγραµµα 3.4.4: Απεικόνιση συνάρτησης παραδείγµατος  

 

 

 
Πηγή: Ανδρεαδάκης κ.ά., 1998 

 

 

 

Για να βρούµε τον αριθµό ξ , έχουµε: ( ) 11
2

1

2

1

2

1
' =⇔=⇔=⇔= ξξ

ξ
ξf . 

 

Το Θεώρηµα Μέσης Τιµής του διαφορικού λογισµού θεωρείται µια από τις πιο σηµαντικές 

προτάσεις της ανάλυσης, αφού µε τη βοήθεια του αποδεικνύονται πολλά άλλα θεωρήµατα. 

Χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα Μέσης Τιµής αποδεικνύουµε τα επόµενα δυο βασικά 

θεωρήµατα. 

 

Θεώρηµα 

Έστω µια συνάρτηση f  ορισµένη σε ένα διάστηµα ∆ . Αν: 

● η f  είναι συνεχής στο ∆  και 

● ( ) 0' =xf  για κάθε εσωτερικό σηµείο του ∆  τότε η f  είναι σταθερή σε όλο το διάστηµα ∆
. 
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∆ιάγραµµα 3.4.5: Μονοτονία συνάρτησης 

 

 
Πηγή: Ανδρεαδάκης κ.ά., 1998 

 

 

Μονοτονία Συνάρτησης 

Έστω η συνάρτηση ( ) 2
xxf = . Παρατηρούµε ότι στο διάστηµα ( )0,∞− , στο οποίο η f  είναι 

γνησίως φθίνουσα, ισχύει ( ) 02' ≤= xxf  ενώ στο διάστηµα ( )+∞,0  στο οποίο η f  είναι 

γνησίως αύξουσα ισχύει ( ) 02' >= xxf . Παρατηρούµε δηλαδή, ότι υπάρχει µια σχέση 

ανάµεσα στο πρόσηµο και στη µονοτονία της παραγώγου της συνάρτησης. Συγκεκριµένα 

ισχύει. 

 

∆ιάγραµµα 3.4.6: Μονοτονία συνάρτησης  

 
 

Πηγή: Ανδρεαδάκης κ.ά., 1998 

 

Θεώρηµα: 

Έστω µια συνάρτηση f , η οποία είναι συνεχής σε ένα διάστηµα  ∆  

● Αν ( ) 0' >xf  σε κάθε εσωτερικό σηµείο x  του ∆ , τότε η f  είναι γνησίως αύξουσα σε όλο 

το ∆ . 

● Αν ( ) 0' <xf  σε κάθε εσωτερικό σηµείο x  του ∆ , τότε η f  είναι γνησίως φθίνουσα σε 

όλο το ∆ . 
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Για παράδειγµα: 

Η συνάρτηση ( ) xxf = , είναι γνησίως αύξουσα στο ),0[ +∞ , αφού είναι συνεχής στο 

),0[ +∞  και ισχύει ( ) 0
2

1
' >=

x
xf  για κάθε ( )+∞∈ ,0x . 

 

∆ιάγραµµα 3.4.7: Απεικόνιση γνησίως αύξουσας συνάρτησης του παραδείγµατος 

 

 
Πηγή: Ανδρεαδάκης κ.ά., 1998 

 

 

 

 

 

 

2.5 Αόριστα Ολοκληρώματα 
 

Η παραγωγός και το ολοκλήρωµα είναι δυο έννοιες οι οποίες εµφανίζονται συχνά και µαζί, 

αυτό συµβαίνει καθώς η πρώτη τότε και µόνο τότε εµφανίζει όλη της την δύναµη, όταν 

δηλαδή παρουσιάζεται µαζί µε το ολοκλήρωµα. Αν και στην αρχή αυτή θα οριστεί µε έναν 

άλλο τρόπο ο οποίος είναι και λίγο πιο πολύπλοκος. Το ολοκλήρωµα τυποποιεί µια απλή 

διαισθητική έννοια, αυτή του εµβαδού. Ολοκλήρωµα µιας συνάρτησης είτε είναι πραγµατική 

ή µιγαδική, είναι µια νέα συνάρτησης της οποίας η παράγωγος είναι η αρχική συνάρτηση. Το 

ολοκλήρωµα αυτό το ονοµάζουµε αόριστο ολοκλήρωµα ή αντιπαράγωγο, σε αντίθεση µε το 

ορισµένο ολοκλήρωµα (το οποίο θα αναφερθεί παρακάτω) που µας δίνει µια αριθµητική τιµή 

και παρίσταται µε το εµβαδόν του χωρίου που βρίσκεται µεταξύ της καµπύλης της 

συνάρτησης, του διαστήµατος που ορίζεται και τις προβάλλουσες δυο σηµείων της δοσµένης 

συνάρτησης. Το ολοκλήρωµα αυτό ονοµάζεται επίσης ολοκλήρωµα κατά Riemann το οποίο 

θα δούµε παρακάτω. Εκτός από αυτά τα δυο είδη ολοκληρωµάτων υπάρχουν και άλλα είδη 

µε τεράστιες εφαρµογές όχι µόνο στο χώρο της µαθηµατικής επιστήµης άλλα και σε άλλες 

επιστήµες. Επιπλέον, υπάρχουν τα γενικευµένα ολοκληρώµατα που τα όρια τους είναι τα 

κατ’ εκδοχήν σηµεία: το συν άπειρο, το πλην άπειρο και το συν-πλην άπειρο, ολοκληρώµατα 

επιφανειακά, ολοκληρώµατα επικαµπύλια, δίπλα – τριπλά και πολλαπλά ολοκληρώµατα 

καθώς και ελλειπτικά ολοκληρώµατα. Επίσης διακρίνονται σε: ολοκληρώµατα γενικευµένα 

 είδους, 
ου2  είδους και µικτού όπως και επικαµπύλια ολοκληρώµατα  είδους µε 

εφαρµογές στα προβλήµατα κέντρου βάρους, µάζας καθώς και την εφαρµογή στο εµβαδόν 

επιφάνειας που παράγεται από την περιστροφή µιας γραµµής γύρω από άξονα. Επικαµπύλια 
ου2  είδους µε εφαρµογή στο έργο που παράγει υλικό σηµείο µε δοσµένη τη µάζα που 

κινείται ευθύγραµµα υπό την επίδραση δύναµης από ένα σηµείο σε ένα άλλο. Στην 

ου1 ου1
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οικονοµική επιστήµη συναντάµε πολλές εφαρµογές των ολοκληρωµάτων σε προβλήµατα 

υπολογισµού συναρτήσεων ολικών εσόδων, ολικού κόστους από τις αντίστοιχες συναρτήσεις 

οριακών εσόδων και οριακού κόστους. Επίσης µπορούµε να υπολογίσουµε το πλεόνασµα 

παραγωγού και καταναλωτή από τις συναρτήσεις ζήτησης και προσφοράς. 

 

Ορισµός 

Ας υποθέσουµε ότι µας δίνεται µια συνάρτηση ( )xf , για την οποία µας είναι γνωστό ότι έχει 

προκύψει σαν παραγωγός µιας άλλης συνάρτησης ( )xy , δηλαδή 
( ) ( )xf

dx

xdy
=  και ότι η 

( )xf  είναι γνωστή και η ( )xy  άγνωστη. Ζητείται να προσδιορίσουµε την ( )xy  δοθείσης της 

( )xf . Ένα τέτοιο πρόβληµα λέγεται διαφορική εξίσωση. Η λύση της είναι µια άλλη 

συνάρτηση, που ονοµάζεται αόριστο ολοκλήρωµα και συµβολίζεται << ( )∫ dxxf >>. Γενικά: 

● Κάθε συνάρτηση ( )xf , συνεχής στο ανοιχτό διάστηµα ( )βα ,  είναι ολοκληρώσιµη στο 

( )βα , . 

● Κάθε συνάρτηση η οποία έχει αόριστο ολοκλήρωµα στο ( )βα , , θα έχει άπειρα αόριστα 

ολοκληρώµατα, τα οποία θα διαφέρουν µεταξύ τους κατά µια σταθερά ποσότητα c . 

Εποµένως, ο προηγούµενος τύπος γενικεύεται ως εξής: 
( ) ( ) ( ) ( ) cdxxfxyxf

dx

xdy
+=⇔= ∫  

Για κάθε συνάρτηση f , παραγωγίσιµη σε ένα διάστηµα ∆ , ισχύει: 

( ) ( )∫ += cxfdxxf ' , ℜ∈c  

Η διαδικασία εύρεσης του αορίστου ολοκληρώµατος είναι αντίστροφη πορεία της 

παραγώγισης και λέγεται ολοκλήρωση. Η σταθερά c  λέγεται σταθερά ολοκλήρωσης. 

 

Αόριστο Ολοκλήρωµα 

Το σύνολο όλων των παραγουσών µιας συνάρτησης f  σε ένα διάστηµα ∆  ονοµάζεται 

αόριστο ολοκλήρωµα της f  στο ∆ , συµβολίζεται ( )∫ dxxf  και διαβάζεται <<ολοκλήρωµα 

εφ του x  ντε x >>. ∆ηλαδή, ( ) ( ) cxFdxxf +=∫ , ℜ∈c , όπου F  µια παράγουσα της f  στο 

∆ . 

 

Για παράδειγµα: 

∫ += cdx ηµχσυνχ , αφού ( ) συνχηµχ =' . 

Η σταθερά c  που αναφέραµε προηγουµένως αποτελεί δοµικό και αναπόσπαστο στοιχείο του 

ολοκληρώµατος και καλό είναι να µην παραλείπεται ποτέ. Όταν δίνονται ορισµένες 

πληροφορίες (αρχικές συνθήκες), η σταθερά αυτή µπορεί να προσδιοριστεί. 

 

2.6 Βασικά Ολοκληρώματα 
 

Χρησιµοποιώντας τον ορισµό, µπορούµε να αποδείξουµε τους παρακάτω τύπους των 

στοιχειωδών αόριστων ολοκληρωµάτων. Πράγµατι, η παραγώγιση των δεύτερων µελών µας 

δίνει πάντα τα πρώτα. 

Οι τύποι του παρακάτω πίνακα αόριστων ολοκληρωµάτων ισχύουν σε κάθε διάστηµα στο 

οποίο οι παραστάσεις του x  που εµφανίζονται έχουν νόηµα. 
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1.                        ∫ = cdχ0  6.              ∫ +−= cd συνχχηµχ        

2.                        ∫ += cd χχ1  7.              ∫ += cd εφχχ
χσυν 2

1
 

3.                        cd +=∫ χχ
χ

ln
1

 8.              cd +−=∫ σφχχ
χηµ 2

1
 

4.                       ∫ −≠+
+

=
+

1,
1

1

α
α
χ

χχ
α

cd
a

 
9.              ∫ += cede χχ χ  

5.                       ∫ += cd ηµχχσυνχ  
10.            ∫ += c

a

a
da

ln

χ
χ χ  

 

 

2.7 Ιδιότητες Ολοκληρωμάτων 
 
Συνέπεια του ορισµού του αόριστου ολοκληρώµατος και των κανόνων παραγώγισης είναι οι 

εξής δυο ιδιότητες: 

Αν οι συναρτήσεις έχουν f  και g  έχουν παράγουσα σε ένα διάστηµα ∆ , τότε: 

 

● ( ) ( )∫ ∫ ∆∈= λλλ ,dxxfdxxf  

 

● ( ) ( )( ) ( ) ( )∫ ∫∫ +=+ dxxgdxxfxgxf  

 

Όπως βλέπουµε δεν υπάρχει ιδιότητα που να περιγράφει την συµπεριφορά του 

ολοκληρώµατος σχετικά µε το γινόµενο συναρτήσεων. Αυτή είναι και η αιτία της δυσκολία 

υπολογισµού ολοκληρωµάτων, εν αντιθέσει µε την παραγώγιση που ακολουθεί συγκεκριµένο 

αλγόριθµο. 

 

 

2.8 Μέθοδοι Ολοκλήρωσης 
 

Ο πίνακας των αόριστων ολοκληρωµάτων δεν είναι αρκετός για να υπολογίσουµε το 

ολοκλήρωµα µιας οποιασδήποτε συνάρτησης, όπως π.χ τα ολοκληρώµατα dxxx 32 2 +∫  και 

∫ dxxe x . Σε τέτοιες περιπτώσεις ο υπολογισµός γίνεται απλούστερος µε τη βοήθεια των 

παρακάτω µεθόδων ολοκλήρωσης. 
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Μέθοδος Ολοκλήρωσης Κατά Παράγοντες 

 

Η µέθοδος αυτή εκφράζεται µε τον τύπο: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) dxxgxfxgxfdxxgxf ⋅⋅−⋅= ∫∫ ''  που 

είναι συνέπεια του κανόνα παραγώγισης του γινοµένου δυο παραγωγίσιµων συναρτήσεων σε 

ένα διάστηµα ∆ . 

Πράγµατι, για κάθε ∆∈x , έχουµε ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )xgxfxgxfxgxf ''' ⋅+⋅=⋅ , 

Οπότε                                  )()('))'()(()(')( xgxfxgxfxgxf ⋅−⋅=⋅  

Εποµένως, ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) dxxgxfdxxgxfdxxgxf ⋅⋅−⋅=⋅ ∫∫∫ '''  

ή ισοδύναµα,  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dxxgxfcxgxfdxxgxf ⋅−+⋅=⋅ ∫∫ ''   (1) 

 

Επειδή το ολοκλήρωµα του δεύτερου µέλους της πιο πάνω σχέσης (1), περιέχει µια σταθερά 

ολοκλήρωσης, το c  µπορεί να παραλειφθεί, οπότε έχουµε τον παραπάνω τύπο. 

Ο παραπάνω τύπος χρησιµοποιείται για τον υπολογισµό ολοκληρωµάτων µε την προϋπόθεση 

ότι το ολοκλήρωµα του β’ µέλους υπολογίζεται ευκολότερα. 

 

Για παράδειγµα 

Ας, υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα ∫ dxxe x . Έχουµε: 

∫ ∫∫ +−=−== cexedxexedxexdxxe xxxxxx )'( . Αν τώρα δοκιµάσουµε να υπολογίσουµε 

το παραπάνω ολοκλήρωµα, αλλάζοντας τους ρόλους των x  και xe , βρίσκουµε 

∫ ∫ ∫−=







= dxe

x

x
e

x
dxe

x
dxxe

xxxx
222

2
'

2
. Το τελευταίο, όµως ολοκλήρωµα είναι πιο 

σύνθετο από το αρχικό. 

 

Ολοκλήρωση µε αντικατάσταση 

 

Με αυτή τη µέθοδο υπολογίζουµε ολοκληρώµατα που έχουν  ή µπορούν να πάρουν τη µορφή 

( )( ) ( )dxxgxgf∫ ⋅ ' . Η µέθοδος ολοκλήρωσης µε αντικατάσταση εκφράζεται µε τον ακόλουθο 

τύπο:                                     ( )( ) ( ) ( )∫∫ =⋅ duufdxxgxgf '  

όπου,                       )(xgu =    και   dxxgdu )('=  

 

Ο παραπάνω τύπος χρησιµοποιείται µε την προϋπόθεση ότι το ολοκλήρωµα ( ) duuf ⋅∫  του 

δεύτερου µέλους υπολογίζεται ευκολότερα. Η απόδειξη του τύπου αυτού στηρίζεται στο 

γνωστό κανόνα παραγώγισης σύνθετης συνάρτησης. 

 

Για παράδειγµα, ας υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα 22 1x x dx+∫ . Θέτουµε 12 += xu  και 

( ) xdxdxxdu 2'12 =+= , όποτε το ολοκλήρωµα γράφεται: 

 

 

= duu∫ 2
1

 

= cu +2
3

3

2
 

 

22 1x x dx udu+ =∫ ∫
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= cx ++ 2
3

2 )1(
3

2
= 2 32

( 1)
3

x c+ + . 

 

 

2.9 Ορισμένα Ολοκληρώματα Riemann 
 
Γενικότερα, έστω ( )xfy =  ορισµένη και φραγµένη στο διάστηµα [ ]βα ,  για την οποία δεν 

υποθέτουµε ότι είναι συνεχής ούτε ότι όλες οι τιµές της είναι µη αρνητικές στο [ ]β,a . 

Παίρνουµε τυχαία διαµέριση { }nxxx ...,,, 10=∆  του [ ]β,a  και αντίστοιχο τυχαίο σύνολο 

}{ νξξ ,...,1=Ξ  ενδιαµέσων σηµείων και σχηµατίζουµε το άθροισµα. 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1122011 ...,,,, −−++−+−=Ξ∆Σ nnn xxfxxfxxff ξξξβα . 

Το ( )Ξ∆Σ ,,,, βαf  ονοµάζεται άθροισµα Riemann της ( )xfy =  στο [ ]βα ,  ως προς την 

διαµέριση ∆  και το σύνολο Ξ  των ενδιάµεσων σηµείων. Έστω ότι καθώς το πλάτος της ∆  

γίνεται όσο µικρό θέλουµε, το άθροισµα ( )Ξ∆Σ ,,,, βαf  πλησιάζει όσο κοντά θέλουµε σε ένα 

πραγµατικό αριθµό τον οποίο σηµειώνουµε µε Ι . Τότε λέµε ότι η ( )xfy =  είναι 

ολοκληρώσιµη κατά Riemann στο [ ]βα ,  και συµβολίζουµε τον αριθµό Ι  µε ( )∫=Ι
β

α

dxxf . 

Φυσικά, τα παραπάνω ισχύουν για κάθε διαµέριση ∆  και κάθε επιλογή ενδιάµεσων σηµείων 

Ξ . Όµως αν γνωρίζουµε εκ των προτέρων ότι η ( )xfy =  είναι ολοκληρώσιµη κατά 

Riemann στο [ ]βα ,  τότε για να υπολογίσουµε τον αριθµό Ι  αρκεί να περιοριστούµε σε 

κάποια διαµέριση ∆  και κάποια επιλογή ενδιάµεσων σηµείων Ξ  και να εξασφαλίσουµε ότι 

το πλάτος της διαµέρισης που επιλέξαµε είναι αρκετά µικρό. 

Οι παρακάτω προτάσεις µας εξασφαλίζουν την ολοκληρωσιµότητα κατά Riemann µιας 

µεγάλης κλάσης συναρτήσεων. 

 

● Αν η ( )xfy =  είναι συνεχής στο [ ]βα ,  τότε είναι ολοκληρώσιµη στο [ ]βα , . 

 

● Αν η ( )xfy =  είναι µονότονη στο [ ]βα ,  τότε είναι ολοκληρώσιµη στο [ ]βα , . 

 

Μια συνάρτηση ( )xfy =  λέγεται τµηµατικά συνεχής σε ένα διάστηµα [ ]βα ,  αν η 

συνάρτηση ορίζεται στο [ ]βα ,  και είναι συνεχής στο [ ]βα ,  εκτός από ένα πεπερασµένο 

πλήθος σηµείων β≤≤≤≤≤ nxxxa ...21
. Επιπλέον, σε κάθε σηµείο ασυνέχειας θα πρέπει 

να υπάρχουν τα αριστερά και δεξιά όρια. Στα άκρα του διαστήµατος [ ]βα ,  αρκεί να υπάρχει 

ένα από τα δυο πλευρικά όρια (στο α αρκεί να υπάρχει το από δεξιά όριο και στο β άκρο το 

από αριστερά όριο). 

Αν η ( )xfy =  είναι τµηµατικά συνεχής στο [ ]βα ,  τότε είναι ολοκληρώσιµη στο [ ]βα , . 
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Ιδιότητες Ολοκληρωµάτων Riemann 

 

Έστω ότι η ( )xfy =  είναι ολοκληρώσιµη στο [ ]βα ,  και λ  είναι ένας οποιοσδήποτε 

πραγµατικός αριθµός. Τότε και η ( )xfy ⋅= λ  είναι ολοκληρώσιµη στο [ ]βα ,  και ισχύει: 

( ) ( )∫∫ =
β

α

β

α

λλ dxxfdxxf  

Έστω ότι οι συναρτήσεις ( )xfy =  και ( )xgy =  είναι ολοκληρώσιµες στο [ ]βα , . Τότε και η 

( ) ( )xgxfy +=  είναι ολοκληρώσιµη στο [ ]βα ,  και  ισχύει: 

( ) ( )( ) ( ) ∫∫∫ +=+
β

α

ββ

α

dxxgdxxfdxxgxf
a

)( . 

 

Τα θεµελιώδη θεωρήµατα  

 

Πρώτο θεµελιώδες θεώρηµα του Ολοκληρωτικού Λογισµού: 

Έστω [ ] ℜ→βα ,:f  συνεχής συνάρτηση και [ ] ℜ→βα ,:F  παράγουσα της f . Τότε, 

∫ −=
β

α
αβ )()()( FFdxxf . 

 

∆εύτερο θεµελιώδες θεώρηµα του Ολοκληρωτικού Λογισµού: 

Έστω [ ] ℜ→βα ,:f  συνεχής συνάρτηση. Θεωρούµε τη συνάρτηση [ ] ℜ→βα ,:F  µε 

[ ]∫ ∈=
x

xdttfxF
α

βα ,,)()( . Τότε, η F  είναι παραγωγίσιµη στο [ ]βα ,  και f(x)(x)' =F  για 

κάθε [ ]., βα∈x  

 

 

 

2.10 Ιδιότητες Ορισμένου Ολοκληρώματος 
 

 

Τα ορισµένα ολοκληρώµατα έχουν τις εξής ιδιότητες: 

 

Ιδιότητα 1 

 

Η εναλλαγή των ορίων ολοκλήρωσης αλλάζει το πρόσηµο του ορισµένου ολοκληρώµατος 

 

( ) ( )∫ ∫−=
α

β

β

α

dxxfdxxf  

 

Παράδειγµα 

 

 

[ ] ( ) [ ] ( ) ∫ ∫ ∫∫ −=−=−−  
 

 
 
 

 −=− 
 

 




=−=−=−

0 

1

1 

0 

1

0 

1

0

1

0 

2 
2 

1 

0

2 2 
1210 12 0

3

1
32 

3
32 323 3 2 x 

x
dxdx xdxxdx x 
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Ιδιότητα 2 

 

Ένα ορισµένο ολοκλήρωµα είναι ίσο µε το 0 όταν τα δυο όρια είναι όµοια. 

 

( ) 0)()( =−=∫ aFaFdxxf
a

α

 

 

Αυτό υποδηλώνει πως το εµβαδόν µεταξύ της καµπύλης και των αξόνων είναι µηδέν σε κάθε 

σηµείο. Αυτό συµβαίνει γιατί το επίπεδο είναι µονοδιάστατο και όχι δισδιάστατο και δεν 

µπορούν να χαραχτούν πάνω από µια γραµµές. 

 

 

Ιδιότητα 3 

 

Ένα ορισµένο ολοκλήρωµα µπορεί να εκφραστεί ως άθροισµα πεπερασµένου αριθµού υπό 

ολοκληρωµάτων. 

∫ ∫∫∫ ++=
c

b

d

c

b

a

d

a

dxxfdxxfdxxfdxxf )()()()( , ( )dcba <<<  

 

Η ιδιότητα αυτή που αναφέρεται και σαν προσθετική µας βοηθάει να ολοκληρώνουµε τις 

ασυνεχείς συναρτήσεις σε σηµεία κατά Riemann. Ακόµα βοηθά στον ευκολότερο 

υπολογισµό εµβαδού. 

Σηµείωση: Αν και θεωρούµε µόνο κλειστά διαστήµατα τα οριακά σηµεία b  και c  αυτά δεν 

συµπεριλαµβάνονται δυο φορές στον υπολογισµό του εµβαδού όπως θα έπρεπε να γίνει αφού 

η Ιδιότητα 2 µας λέει ότι η επιφάνεια πάνω από ένα σηµείο είναι µηδέν έτσι ώστε ο διπλός 

υπολογισµός να µην έχει καµία επίδραση στις πράξεις µας. Στην περίπτωση που έχουµε 

ασυνεχείς συναρτήσεις τότε µπορούµε να βρούµε το εµβαδόν του τµήµατος που µας 

ενδιαφέρει ή των τµηµάτων απλά προσθέτοντας τα ορισµένα ολοκληρώµατα.                      

∫ ∫+
b

a

c

b

dxxfdxxf )()( . 

 

Ιδιότητα 4 

 

[ ]∫ ∫−=−
b

a

b

a

dxxfdxxf )()(  

 

 

Ιδιότητα 5 

 

 

∫∫ =
b

a

b

a

dxxfkdxxkf )()( ,  

 

 

Ιδιότητα 6 

αριθµός  σταθερός =k 
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∫ ∫ ∫±=±
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )()()]()([  

 

Ιδιότητα 7 

 

Το ολοκλήρωµα κάθε περιττής συνάρτησης ( )( ))()( xfxfxf −=−  µε αντίθετα άκρα 

ολοκλήρωσης είναι µηδέν: ∫
−

=
a

a

dxxf 0)( . 

 

Ιδιότητα 8 

 

Το ολοκλήρωµα κάθε άρτιας συνάρτησης ( ))()()( xfxfxf =−  µε αντίθετα άκρα 

ολοκλήρωσης είναι ίσο µε: ∫ ∫
−

=
a

a

a

dxxfdxxf
0

)(2)( . 

 

∆ιαφορετική έκφραση του αόριστου ολοκληρώµατος 
 

Αν στο ορισµένο ολοκλήρωµα θεωρήσουµε το ένα άκρο ελεύθερο ως προς την µεταβλητή x , 

έχουµε: ∫ −=
x

a

aFxFdxxf )()()(  

Αν τώρα θέσουµε )(aFc −= , τότε το παραπάνω ολοκλήρωµα γίνεται ακριβώς το αόριστο 

ολοκλήρωµα: ∫ dxxf )( . 

 

Το ορισµένο ολοκλήρωµα ως συνάρτηση 

 

Το ολοκλήρωµα οποιασδήποτε συνεχούς συνάρτησης )(tf , xta ≤≤  ορίζεται ως: 

dttfxF

x

a

∫= )()(  και είναι συνάρτηση του άνω άκρου x  της ολοκλήρωσης  (όπου a  είναι  

σταθερά και x  µια µεταβλητή). 

Η συνάρτηση )()(' xfxF =  δηλαδή: ∫ =
x

a

xfdttf
dx

d
)()(  που σηµαίνει ότι: κάθε συνεχής 

συνάρτηση έχει ένα αόριστο ολοκλήρωµα. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 
 

Οικονοµικές Συναρτήσεις 

3.1 Συναρτήσεις Κόστους, Εσόδων και Κερδών 
 
Οι οικονοµικές συναρτήσεις χρησιµοποιούνται για συνήθεις υπολογισµούς, οι οποίοι 

σχετίζονται µε χρήµατα (αποσβέσεις, δάνεια κτλ) 

 

Ορισµός κόστους 

Κόστος είναι η επένδυση ή διάθεση αγοραστικής δύναµης για την απόκτηση υλικών η άυλων 

αγαθών και υπηρεσιών µε απώτερο σκοπό τη χρησιµοποίηση τους για την πραγµατοποίηση 

εσόδων από πωλήσεις που προέρχονται από συναλλαγές των πελατών  ή την κάλυψη 

κοινωνικών αναγκών. Με άλλα λόγια, κόστος παραγωγής είναι οι οικονοµικές θυσίες τις 

οποίες κάνει µια επιχείρηση για να ανταποκριθεί στις ανάγκες της παραγωγής. Για τον 

επιχειρηµατία, το κόστος παραγωγής είναι το σύνολο των δαπανών για την αγορά 

παραγωγικών συντελεστών οι οποίοι χρησιµοποιούνται στην παραγωγή του προϊόντος του. 

∆ηλαδή, στην οικονοµική θεωρία το κόστος ορίζεται κάπως διαφορετικά. Το κόστος 

χωρίζεται σε δυο έννοιες: α) το κοινωνικό κόστος και β) το ιδιωτικό κόστος. 

 

Κοινωνικό κόστος παραγωγής: είναι το κόστος στο οποίο υποβάλλεται µια κοινωνία όταν 

οι παραγωγικοί πόροι της χρησιµοποιούνται για την παραγωγή ενός δεδοµένου προϊόντος. 

 

Ιδιωτικό κόστος παραγωγής: νοείται το χρηµατικό ποσό που πρέπει να πληρώσει ο 

επιχειρηµατίας για την απόκτηση διάφορων παραγωγικών συντελεστών που είναι 

απαραίτητοι για την παραγωγή ενός προϊόντος. 

 

Το κόστος παραγωγής διακρίνεται σε: Συνολικό Κόστος TC , Σταθερό Κόστος FC  και 

Μεταβλητό Κόστος VC . 

 

Συνολικό Κόστος TC  

Είναι το σύνολο των δαπανών στις οποίες προβαίνει η επιχείρηση για την παραγωγή του 

προϊόντος της. Το συνολικό κόστος, εκτός του τόκου των ιδίων κεφαλαίων και των ενοικίων 

των ιδιόκτητων εγκαταστάσεων, περιλαµβάνει και την αµοιβή του επιχειρηµατία. Το 

συνολικό κόστος διακρίνεται σε συνολικό κόστος και σε µεταβλητό κόστος προσθέτοντας 

επίσης ότι αποτελείται από το άθροισµα αυτών των δυο. 

 

Σταθερό Κόστος FC  

Το σταθερό κόστος περιλαµβάνει τις δαπάνες που πραγµατοποιεί η επιχείρηση ανεξαρτήτως 

του επιπέδου παραγωγής της όπως είναι για παραδείγµατα τα ενοίκια, οι µισθοί, πάγια έξοδα 

κ.λ.π. Το σταθερό κόστος επιβαρύνει την επιχείρηση και όταν αυτή δεν παράγει. Το σταθερό 

κόστος επιβαρύνει την επιχείρηση και όταν αυτή δεν παράγει. 

 

Μεταβλητό Κόστος VC  

Το συνολικό µεταβλητό κόστος περιλαµβάνει τις δαπάνες παραγωγής του προϊόντος, οι 

οποίες µεταβάλλονται µε τη καταβολή του επιπέδου παραγωγής, δηλαδή τις δαπάνες για 

πρώτες και βοηθητικές ύλες, για αµοιβές εργασίας κ.λ.π. Όταν αυξάνεται το επίπεδο 
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παραγωγής χρησιµοποιώντας περισσότερη εργασία και πρώτες ύλες, αυξάνεται και το 

µεταβλητό κόστος της επιχείρησης και αντίστροφα. 

 

Υπολογισµός µεταβλητού κόστους: 

α) Όταν µοναδικός µεταβλητός συντελεστής παραγωγής είναι η εργασία L  τότε: 

LWVC ×=  όπου W  = η αµοιβή της εργασίας 

β) Όταν µεταβλητοί συντελεστές παραγωγής είναι η εργασία και οι πρώτες ύλες τότε: 

( ) ( )QCLWVC ×+×=  όπου C  = το κόστος της πρώτης ύλης ανά µονάδα 

 

Το άθροισµα του µεταβλητού κόστους και του σταθερού κόστους είναι το συνολικό 

(βραχυχρόνιο) κόστος TC  µιας επιχείρησης. 

Συνολικό κόστος = Σταθερό κόστος + Μεταβλητό κόστος ή VCFCTC +=  

 

∆ιάγραµµα 3.1.1: Καµπύλη συνολικού κόστους  

 
Πηγή: Λιανός κ.ά.  

 

 

Παράδειγµα: Μια επιχείρηση έχει ορισµένους σταθερούς συντελεστές οι οποίοι 

αποτελούνται από κτήρια εγκαταστάσεις και µηχανές. Για την παραγωγή της χρησιµοποιεί 

σταθερούς συντελεστές, οι οποίοι είναι η εργασία και οι πρώτες ύλες. Η δαπάνη για πρώτη 

ύλη προϊόντος είναι 150 €. Η αµοιβή κάθε εργάτη είναι 2000€ και το σταθερό κόστος ( )FC  

είναι 5000€. Με βάση τον παρακάτω πίνακα έχουµε: 

 

 

Πίνακας 

Αριθµός 

Εργατών L  

Συνολικό 

Προϊόν Q  

Σταθερό 

Κόστος FC  

Μεταβλητό Κόστος VC  Συνολικό 

Κόστος 

TC  

0  0  5000  0  5000  

1 7  5000  3050715012000 =⋅+⋅  8050  

2  21  5000  85502115022000 =⋅+⋅  8550  

3  40  5000  170004015032000 =⋅+⋅  17000  

4  56  5000  164005615042000 =⋅+⋅  21400  
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5  68  5000  202006815052000 =⋅+⋅  25200  

6  73  5000  229507315012000 =⋅+⋅  27950  

7  75  5000  272507515072000 =⋅+⋅  30250  

8  75  5000  272507515082000 =⋅+⋅  32250  

 

Από τον παραπάνω πίνακα παρατηρούµε ότι η πρώτη στήλη αναγράφει τον αριθµό των 

εργατών και η δεύτερη στήλη το συνολικό προϊόν. Παρατηρούµε επίσης ότι όταν 0=Q  τότε 

TCFC = . Στην τρίτη στήλη απεικονίζεται το σταθερό κόστος για την χρονική περίοδο που 

είναι 5000. Στην τέταρτη στήλη αναγράφεται το µεταβλητό κόστος το οποίο εξαρτάται από 

την αµοιβή των εργατών επί το πλήθος τους αθροίζοντας την πρώτη ύλη επί τον αριθµό του 

συνολικού προϊόντος. Άρα το συνολικό κόστος δίνεται από την εξής σχέση: 

QLTC 15020005000 ++= . 

 

 

 

 

Μέσο Συνολικό Κόστος ATC  

Είναι το συνολικό κόστος παραγωγής διαιρούµενο µε το συνολικό προϊόν, δηλαδή είναι το 

σύνολο των δαπανών κατά µονάδα παραγωγής. 

Μέσο συνολικό κόστος: . 

Το µέσο συνολικό κόστος διακρίνεται σε µέσο σταθερό κόστος AFC  και σε µέσο µεταβλητό 

κόστος AVC           AVCAFCATC += . 

 

Μέσο Σταθερό Κόστος AFC  

Το µέσο σταθερό κόστος βρίσκεται αν διαιρέσουµε τις συνολικές σταθερές δαπάνες µε το 

συνολικό προϊόν, δηλαδή µέσο σταθερό κόστος: 

. 

 

Μέσο Μεταβλητό Κόστος AVC  

Το µέσο µεταβλητό κόστος βρίσκεται, αν διαιρέσουµε το σύνολο των µεταβλητών δαπανών 

µε το συνολικό προϊόν, δηλαδή µέσο µεταβλητό κόστος: 

. 

Το µέσο µεταβλητό κόστος µπορεί να µειώνεται ή να αυξάνεται µε την επέκταση της 

παραγωγής. 

 

Οριακό Κόστος MC  

Είναι το κόστος το οποίο απαιτείται για την παραγωγή µιας πρόσθετης µονάδας προϊόντος, 

δηλαδή για την αύξηση του συνολικού προϊόντος κατά µια µονάδα. 

 
 

 

 

Q 

TC 
MC 

∆
∆

=
Μεταβολή 

Μεταβολή 

 =
)(

  

  

προϊόντοςτου 

κόστουςσυνολικού 

Q 

VC 
AVC =

ΠαραγωγήςΠοσότητα 

ΚόστοςΜεταβλητό
=

  

  

 

 

Q 

FC 
AFC =

Παραγωγής

ΚόστοςΣταθερό
=

 Ποσότητα  

 

Q 

TC 
ATC =

Π   Ποσότητα 

Συνολικό
=

αραγωγής 

κόστος
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∆ιάγραµµα 3.1.2: Απεικόνιση MC, ATC, AVC, AFC 

 
 

Ορισµός Εσόδου 

Έσοδο είναι οποιαδήποτε αύξηση που παρουσιάζουν τα οικονοµικά στοιχεία µιας 

επιχείρησης στη διάρκεια της λογιστικής χρήσης της εκάστοτε χρονικής περιόδου, είτε υπό τη 

µορφή αύξησης στοιχείων του Ενεργητικού είτε µε τη µορφή µείωσης στοιχείων του 

Παθητικού δηλαδή των υποχρεώσεων. Αν υπάρχει εισροή χρηµατοοικονοµικών πόρων στην 

επιχείρηση, τότε υπάρχει αύξηση της καθαρής θέσης και αύξηση του ενεργητικού. Αν 

υπάρχει ακύρωση της εκροής πόρων που θα χρειαζόταν για την εξόφληση υποχρεώσεων, 

τότε υπάρχει αύξηση της καθαρής θέσης και µείωση των στοιχείων των υποχρεώσεων. 

Επίσης, τα έσοδα προκύπτουν από πωλήσεις των Αγαθών που πραγµατοποιούνται σε µια 

υπηρεσία ή επιχείρηση, από τις παροχές υπηρεσιών και από την χρησιµοποίηση από τρίτους 

δηλαδή στοιχεία του Ενεργητικού της. 

Όταν µια επιχείρηση σκοπεύει µια µεταβολή στην παραγωγή της, θα εξετάσει πως τα έσοδα 

της θα µεταβληθούν ως αποτέλεσµα της µεταβολής αυτής στην παραγωγή. Ποιο θα είναι το 

επιπλέον έσοδο από την πώληση µιας επιπλέον µονάδος παραγωγής; Το οριακό έσοδο είναι 

η µεταβολή στα συνολικά έσοδα, δηλαδή τα επιπλέον έσοδα, τα οποία προέρχονται από την 

πώληση µιας επιπλέον µονάδας παραγωγής. Γενικά το οριακό έσοδο ισούται µε την τιµή στον 

πλήρη ανταγωνισµό και είναι σταθερό διότι οι επιπλέον µονάδες παραγωγής µπορούν να 

πωληθούν στην σταθερή τιµή. Οπότε: Οριακό Έσοδο = Τιµή, TMR =  

Επίσης ισχύει η σχέση: Αγοραία Τιµή = Μέσο Συνολικό Έσοδο = Οριακό Έσοδο 

MRATRT == . 

Στο παρακάτω διάγραµµα παρατηρούµε πως διαµορφώνεται η ζήτηση, το οριακό έσοδο και 

τα συνολικά έσοδα µιας πλήρης ανταγωνιστικής επιχείρησης: 
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∆ιάγραµµα 3.1.3: Απεικόνιση ζήτησης, οριακών εσόδων και συνολικών εσόδων 

 
Πηγή: Κιόχος κ.ά., 2005 

 

Σύµφωνα µε το ∆ιάγραµµα 3.1.3, επειδή µια πλήρως ανταγωνιστική επιχείρηση µπορεί να 

πουλάει επιπλέον µονάδες προϊόντος στη διαµορφωµένη τιµή αγοράς, το οριακό έσοδο MR  

συµπίπτει µε την πλήρως ελαστική καµπύλη ζήτησης D . Η καµπύλη των συνολικών εσόδων 

της επιχείρησης TR  είναι µια ευθεία γραµµή µε ανοδική κλίση. 

 

 

Ορισµός Κέρδους 

Οικονοµικό καθαρό κέρδος είναι η θετική διαφορά µεταξύ του συνόλου των εσόδων µιας 

επιχείρησης και του οικονοµικού κόστους σε µια συγκεκριµένη χρονική περίοδο. Το κέρδος 

αυτό πρέπει να διακριθεί από το λογιστικό κέρδος που βρίσκεται αν από το σύνολο των 

εσόδων µιας επιχείρησης αφαιρεθεί το εµφανές λογιστικό κόστος. Στην οικονοµική επιστήµη 

ο όρος κέρδος αναφέρεται στο οικονοµικό ή καθαρό κέρδος, δηλαδή στο κέρδος που 

πραγµατοποιείται επιπλέον του φυσιολογικού που είναι απαραίτητο για τη συνέχιση της 

επιχειρηµατικής δραστηριότητας και περιλαµβάνεται στο κόστος. 

Με άλλα λόγια, σκοπός µιας επιχείρησης είναι η µεγιστοποίηση του κέρδους όσο το 

δυνατότερο είναι εφικτό να γίνει. Όταν µιλάµε για µια πλήρως ανταγωνιστική επιχείρηση 

τότε η τιµή του προϊόντος θεωρείται δεδοµένη, δηλαδή αυτή που διαµορφώνεται στην αγορά, 

η επιχείρηση µπορεί να µεγιστοποιήσει το οικονοµικό κέρδος της απλά προσαρµόζοντας την 

παραγωγή της. Σε µια βραχυχρόνια περίοδο µια επιχείρηση έχει σταθερή παραγωγική 

µονάδα, άρα η επιχείρηση έχει τη δυνατότητα να προσαρµόσει την παραγωγή της µόνο µέσω 

διάφορων µεταβολών στην ποσότητα των µεταβλητών παραγωγικών συντελεστών που η ίδια 

χρησιµοποιεί. Το οικονοµικό κέρδος που επιδιώκει µια επιχείρηση προσαρµόζοντας τους 

µεταβλητούς παραγωγικούς συντελεστές είναι η διαφορά µεταξύ συνολικών εσόδων TR και 

συνολικού κόστους. Επίσης, σηµαντικός είναι ο συνδυασµός των στοιχείων των εσόδων µε 

τα στοιχεία του κόστους για να προσδιορίσουµε το επίπεδο της παραγωγής της πλήρως 

ανταγωνιστικής επιχείρησης, το οποίο µεγιστοποιεί το κέρδος. Γενικά υπάρχουν δυο τρόποι 

µε τους οποίους µπορούµε να προσδιορίσουµε το επίπεδο παραγωγής στο οποίο µια 

ανταγωνιστική επιχείρηση είναι εφικτό να πραγµατοποιήσει το µέγιστο κέρδος ή την 

ελάχιστη ζηµία. 
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Ο πρώτος τρόπος είναι να υπολογιστούν τα συνολικά έσοδα TR και το συνολικό κόστος TC 

σε διάφορα επίπεδα παραγωγής µε αποτέλεσµα να βρεθεί αυτό το επίπεδο το οποίο 

εξασφαλίζει τη µεγαλύτερη διάφορα µεταξύ των συνολικών εσόδων και του συνολικού 

κόστους όταν η διαφορά αυτή είναι θετική ή την µικρότερη διαφορά η οποία θα είναι 

αρνητική. Ο δεύτερος τρόπος είναι να συγκριθεί το οριακό κόστος µε το οριακό έσοδο για 

διάφορα επίπεδα παραγωγής και να προσδιοριστεί το επίπεδο το οποίο εξισώνει τα δύο αυτά 

µεγέθη και εποµένως µεγιστοποιεί το κέρδος της επιχείρησης ή ελαχιστοποιεί τις ζηµιές της. 

Τόσο ο πρώτος τρόπος όσο και ο δεύτερος τρόπος, ισχύουν για µια πλήρως ανταγωνιστική 

επιχείρηση αλλά και για τις επιχειρήσεις οι οποίες λειτουργούν σε οποιαδήποτε από τις άλλες 

τρεις βασικές µορφές αγοράς. 

Το ∆ιάγραµµα 3.1.4 συγκρίνει τα συνολικά έσοδα και το συνολικό κόστος διαγραµµατικά για 

την περίπτωση µεγιστοποίησης του κέρδους. Τα συνολικά έσοδα απεικονίζονται µε µια 

ευθεία γραµµή, επειδή στον πλήρη ανταγωνισµό κάθε επιπλέον µονάδα παραγωγής προσθέτει 

το ίδιο ποσό στα συνολικά έσοδα. Το συνολικό κόστος αυξάνεται µε την παραγωγή µε 

αποτέλεσµα να απαιτεί περισσότερους πόρους, όµως ο ρυθµός αύξησης στο συνολικό κόστος 

διαφέρει µε τη σχετική αποτελεσµατικότητα της επιχείρησης. Συγκεκριµένα τα στοιχεία του 

κόστους αντικατοπτρίζουν το νόµο των φθινουσών οριακών αποδόσεων. Με επιπλέον 

παραγωγή, το συνολικό κόστος αρχίζει να αυξάνει µε συνεχώς αυξανόµενα ποσά εξαιτίας 

των φθινουσών αποδόσεων λόγω της εντατικότερης χρήσης της παραγωγικής µονάδας. 

Στο ∆ιάγραµµα 3.1.4, στα σηµεία όπου οι δυο καµπύλες τέµνονται, τα συνολικά έσοδα TR 

και το συνολικό κόστος TC είναι ίσα. Όλα τα κόστη καλύπτονται από τα έσοδα, αλλά δεν 

υπάρχει οικονοµικό κέρδος. Για το λόγο αυτό οι οικονοµολόγοι αποκαλούν αυτήν την 

παραγωγή Νεκρό Σηµείο: (όπως φαίνεται πάνω στο διάγραµµα) µια παραγωγή στην οποία 

µια επιχείρηση πραγµατοποιεί µόνο ένα φυσιολογικό κέρδος. Οποιοδήποτε επίπεδο 

παραγωγής µεταξύ των δυο Νεκρών σηµείων που είναι απεικονισµένα στο ∆ιάγραµµα 3.1.4, 

θα παράγει ένα οικονοµικό κέρδος. Η επιχείρηση πραγµατοποιεί το µέγιστο κέρδος, όπου η 

κάθετη απόσταση µεταξύ των καµπυλών του συνολικού εσόδου και συνολικού κόστους είναι 

µέγιστη. Όταν όµως οι καµπύλες του συνολικού εσόδου και του συνολικού κόστους 

τέµνονται, το οικονοµικό κέρδος είναι µηδέν. 

(Παπανικολάου κ.ά., 2005) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

∆ιάγραµµα 3.1.4: Μεγιστοποίηση Κέρδους 
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3.2 Συναρτήσεις Ελαστικότητας 
 

Οι οικονοµολόγοι είναι σηµαντικό να κάνουν κάποιες µετρήσεις σε ορισµένες µεταβλητές για 

να µπορέσουν να κάνουν προβλέψεις και για να εκτιµήσουν µε σχετική ακρίβεια και 

αποτελεσµατικότητα τι συνέπειες και τι αποτέλεσµα θα έχει η µεταβολή µιας µεταβλητής επί 

µιας άλλης. Παραδείγµατος χάρη, µια επιχείρηση η οποία πουλάει υπολογιστές θέλει να 

µάθει πως θα επηρεαστούν οι πωλήσεις της εάν αποφασίσει να αυξήσει την τιµή των 

υπολογιστών αυτών. Φυσικά αυτή η µεταβολή της τιµής θα έχει αντίκτυπο στα κέρδη της 

επιχείρησης και στη γενική απόδοση της. 

 

 

 

Ζήτηση 



 
49 

 

Ζήτηση, καλείται το σύνολο των αγοραζόµενων ποσοτήτων από ένα αγαθό που θα ζητηθεί σε 

διάφορες τιµές και για µια ορισµένη χρονική περίοδο. Η ζήτηση σε ορισµένα αγαθά και 

υπηρεσίες είναι πιο ευαίσθητη στις µεταβολές της τιµής ( )P  ενώ σε άλλα είναι λιγότερο 

ευαίσθητη. Αυτός ο βαθµός της ευαισθησίας της ζητούµενης ποσότητας ενός αγαθού Α  στις 

µεταβολές της τιµής του ονοµάζεται ελαστικότητα ζήτησης σε σχέση µε την τιµή του αγαθού 

δίνεται από τον τύπο που δεν είναι άλλος παρά ο λόγος της ποσοστιαίας µεταβολής της 

ζητούµενης ποσότητας προς την ποσοστιαία µεταβολή της τιµής. Με βάση τα παραπάνω 

προκύπτει ο νόµος της ζήτησης. Πιο συγκεκριµένα, όταν η τιµή από ένα αγαθό µειώνεται, 

τότε οι καταναλωτές αυξάνουν τη ζήτηση του, δηλαδή την ζητούµενη ποσότητα. Ενώ 

αντίστροφα, όταν η τιµή ενός αγαθού αυξάνεται τότε οι καταναλωτές µειώνουν την ζήτηση 

του αγαθού αυτού δηλαδή την ζητούµενη ποσότητα. Παρατηρούµε ότι ανάµεσα στην 

ζητούµενη ποσότητα του αγαθού και την τιµή του προκύπτει µια αρνητική σχέση. Η 

αρνητική αυτή σχέση, ζητούµενης ποσότητας και τιµής αποτελεί τον Νόµο της Ζήτησης ο 

οποίος διατυπώνεται ως εξής: Όταν η τιµή ενός αγαθού µειώνεται, αυξάνεται η ζητούµενη 

ποσότητα του, και όταν η τιµή του αυξάνεται, µειώνεται η ζητούµενη ποσότητα από το αγαθό 

αυτό, όταν οι άλλοι παράγοντες που µπορούν να επηρεάσουν τη ζήτηση παραµένουν 

σταθεροί (CETERIS PARIBUS). 

 

Προσδιοριστικοί Παράγοντες της Ζήτησης D  
Οι πιο σηµαντικοί παράγοντες της ζήτησης εκτός της τιµής είναι: 

α) Το µέγεθος του εισοδήµατος 

β) Η κατανοµή του εισοδήµατος 

γ) Το µέγεθος του πληθυσµού 

δ) Οι προτιµήσεις των καταναλωτών 

ε) Η τιµή των αγαθών που σχετίζονται µε το ζητούµενο αγαθό 

στ) Η ποικιλία των αγαθών 

ζ) Οι προσδοκίες των καταναλωτών σχετικά µε τις µελλοντικές µεταβολές τιµών και 

εισοδηµάτων. 

 

Καµπύλη Ζήτησης 

Η καµπύλη ζήτησης είναι συνεχής καµπύλη. Με αλλά λόγια, αποτελεί το γεωµετρικό τόπο 

όλων των δυνατών συνδυασµών τιµών και ποσοτήτων. Βέβαια, αυτό προϋποθέτει ότι τόσο η 

τιµή όσο και η ποσότητα του αγαθού µπορούν να µεταβληθούν κατά πάρα πολύ µικρά 

διαστήµατα. 
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∆ιάγραµµα 3.2.1: Καµπύλη Ζήτησης  

 
Πηγή: Κιόχος κ.ά., 2005 

 

Παράδειγµα: 

Οι καταναλωτές µε δεδοµένο το εισόδηµα αγοράζουν 3 κιλά κρέας όταν η τιµή είναι 50 

ευρώ. Αν η τιµή αυξηθεί και φτάσει τα 80 ευρώ, τότε οι καταναλωτές αγοράζουν 2 κιλά 

κρέας. Αντίθετα, όταν η τιµή µειωθεί στα 30 ευρώ τότε οι καταναλωτές αγοράζουν 4 κιλά 

κρέας. 
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∆ιάγραµµα 3.2.2: Καµπύλη Ζήτησης  

 
 

Η συνάρτηση ζήτησης 

Τα µαθηµατικά αποτελούν αναπόσπαστο εργαλείο της οικονοµικής επιστήµης. Παρόλα αυτά 

κατά περιόδους έχουν διατυπωθεί δυσµενείς κριτικές όσον αφορά τη χρήση των 

µαθηµατικών στην οικονοµική, µε το πρόσχηµα ότι η οικονοµική µε τον τρόπο αυτό 

αποπροσανατολίζεται του σκοπού της και χάνει την προσωπικότητα της. Εντούτοις έχει 

αποδειχτεί ότι η σωστή χρήση των µαθηµατικών απλοποιεί και αναλύει µε µεγαλύτερη 

ακρίβεια τις οικονοµικές έννοιες. 

Ανάµεσα στην ζητούµενη ποσότητα και στην τιµή ενός προϊόντος υπάρχει µια συναρτησιακή 

σχέση της µορφής: ( )PfQD =  όπου Q  η ποσότητα και P  η τιµή. Η σχέση αυτή διαβάζεται 

ως εξής: Η ποσότητα είναι συνάρτηση της τιµής. Η µεταβλητή Q  ορίζεται σαν εξαρτηµένη 

µεταβλητή ενώ η P  σαν ανεξάρτητη µεταβλητή. Έτσι, η παρούσα συνάρτηση µας λέει ότι η 

ποσότητα εξαρτάται από την τιµή και όχι η τιµή από την ποσότητα. Η γραφική παράσταση 

αυτής της συνάρτησης είναι η καµπύλη ζήτησης. 

Έτσι, παρουσιάζουµε τη συνάρτηση ζήτησης ως εξής: PQD βα +=  όπου η σταθερά α  

λαµβάνεται σαν σταθερά πάνω στον κάθετο άξονα. Αν όµως η καµπύλη ζήτησης έχει 

κανονική µορφή, δηλαδή κατέρχεται από αριστερά προς τα δεξιά, τότε η παράµετρος β  είναι 

αρνητική και η συνάρτηση ζήτησης γίνεται: PQD βα −=  

 

Ελαστικότητα ζήτησης 

Η ελαστικότητα ζήτησης µετράει τον τρόπο µε τον οποίο η ζητούµενη ποσότητα αντιδρά 

όταν η τιµή του αγαθού η της υπηρεσίας µεταβάλλεται (αυξάνεται η µειώνεται). Με άλλα 

λόγια µετράει τον βαθµό ευαισθησίας της ζητούµενης ποσότητας στις µεταβολές της τιµής 

ενός αγαθού ή υπηρεσίας. Για να αποφύγουµε το πρόβληµα µε τις µονάδες µέτρησης, η 

ελαστικότητα ζήτησης εκφράζεται σε εκατοστιαία βάση. Στα µαθηµατικά η ελαστικότητα της 

ζήτησης ως προς την τιµή ορίζεται ως ο λόγος: 
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Οι τιµές του συντελεστή ελαστικότητας dε  είναι αρνητικές λόγω της αντίστροφης σχέσης 

που υπάρχει µεταξύ τιµής και ζητούµενης ποσότητας. Εάν ο συντελεστής ελαστικότητας 

είναι, ας πούµε, 5−=dε , αυτό σηµαίνει ότι εάν η τιµή του αγαθού αυξηθεί, για παράδειγµα, 

κατά 10% η ζητούµενη ποσότητα θα µειωθεί µόνο κατά 5%. 

 

Παράδειγµα 

Η τιµή ενός αγαθού µειώνεται από 10 € σε 7 € και σαν συνέπεια η ζητούµενη ποσότητα 

αυξάνει από 1300  µονάδες σε 1720 . Ποιος είναι ο συντελεστής ελαστικότητας; 
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∆ηλαδή, µια αύξηση της τιµής κατά 10% έχει σαν αποτέλεσµα την µείωση της ζητούµενης 

ποσότητας κατά 106% ή µια αύξηση της τιµής κατά 1% έχει σαν αποτέλεσµα την µείωση της 

ζητούµενης ποσότητας κατά 1,06%. 

 

Ανελαστική και Ελαστική ζήτηση 

 

Όταν η ελαστικότητα είναι µεγαλύτερη της µονάδος, δηλαδή 1>ε  τότε η ζήτηση είναι 

ελαστική µε αποτέλεσµα µια ποσοστιαία αύξηση ή µείωση της τιµής να προκαλεί 

µεγαλύτερη ποσοστιαία µείωση ή αύξηση αντίστοιχα της ζητούµενης ποσότητας. 

 

Όταν η ελαστικότητα είναι µικρότερη της µονάδος, δηλαδή  1<ε  τότε η ζήτηση είναι 

ανελαστική µε αποτέλεσµα µια ποσοστιαία αύξηση ή µείωση της τιµής να προκαλεί 

µικρότερη ποσοστιαία µείωση ή αύξηση αντίστοιχα της ζητούµενης ποσότητας. 

 

Όταν η ελαστικότητα είναι ίση µε τη µονάδα, δηλαδή 1=ε  τότε η ζήτηση έχει µοναδιαία 

ελαστικότητα µε αποτέλεσµα µια ποσοστιαία  αύξηση ή µείωση της τιµής να προκαλεί 

ισόποση ποσοστιαία µείωση ή αύξηση αντίστοιχα της ζητούµενης ποσότητας. 

 

Πιο αναλυτικά, η ελαστικότητα ζήτησης ενός αγαθού εξαρτάται σε µεγάλο βαθµό από το 

πόσο στενά υποκατάστατα έχει. Ας θεωρήσουµε το κρέας ως αγαθό το οποίο διακρίνεται σε 

χοιρινό και µοσχαρίσιο. Αν η τιµή του χοιρινού κρέατος πέσει επειδή ο καταναλωτής δεν 

ενδιαφέρεται για το είδος του κρέατος θα στραφεί αποκλειστικά στην κατανάλωση του 

µοσχαρίσιου κρέατος. Άρα, η ζήτηση για το χοιρινό κρέας θα είναι απείρως ελαστική αφού 

τα τελευταία είναι τέλεια υποκατάστατα µε το µοσχαρίσιο κρέας. 

 

 

τιµή αρχική 

τιµή στηνµεταβολή

ποσότητα αρχική 

ποσότηταζητούµενηστη µεταβολή

  

    

  

      
÷=Εd 

τιµήστην µεταβολή

ποσότητα ζητούµενηστηΜεταβολή 

    %

    % 
=Ed 
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Η ελαστικότητα ζήτησης σηµείου και ελαστικότητας ζήτησης τµήµατος 

 

Η ελαστικότητα ζήτησης σηµείου µετράει τον τρόπο µε τον οποίο η ζητούµενη ποσότητα 

αντιδρά όταν η τιµή του αγαθού ή της υπηρεσίας µεταβάλλεται (αυξάνει ή µειώνεται) σε ένα 

συγκεκριµένο σηµείο της καµπύλης. Επειδή όµως η ελαστικότητα θα είναι διαφορετική αν 

την υπολογίσουµε από το αρχικό ή το τελικό σηµείο, οι οικονοµολόγοι υπολογίζουν την µέση 

ελαστικότητα παίρνοντας τις µέσες µεταβαλλόµενες τιµές. ∆ηλαδή υπολογίζουν την 

ελαστικότητα ζήτησης επί ενός τµήµατος της καµπύλης αντί να το κάνουν επί ενός σηµείου. 

Με άλλα λόγια, η ελαστικότητα τµήµατος ζήτησης ή η µέση ελαστικότητα ζήτησης µετράει 

τον τρόπο µε τον οποίο η ζητούµενη ποσότητα αντιδρά όταν η τιµή του αγαθού ή της 

υπηρεσίας µεταβάλλεται σε ένα ορισµένο τµήµα της καµπύλης ζήτησης. 
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= , όπου Q∆  είναι η διαφορά ( )10 QQ −  και P∆  είναι 

η διαφορά ( )10 PP −  καθώς επίσης το 0 δείχνει την αρχική τιµή και το 1 την τελική τιµή. 

 

Παράδειγµα 

 

Η τιµή ενός αγαθού µειώνεται από 10€ σε 7€ και σαν συνέπεια η ζητούµενη ποσότητα 

αυξάνεται από 1300 µονάδες σε 1720. Ποιος είναι ο µέσος συντελεστής ελαστικότητας; 
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∆ηλαδή µια αύξηση της τιµής κατά 10% έχει σαν αποτέλεσµα την µείωση της ζητούµενης 

ποσότητας κατά 7,8% ή µια αύξηση της τιµής κατά 100% έχει σαν αποτέλεσµα την µείωση 

της ζητούµενης ποσότητας κατά 78% ή µια αύξηση της τιµής κατά 1% έχει σαν αποτέλεσµα 

την µείωση της ζητούµενης ποσότητας κατά 0,78%. 

 

Βαθµός ελαστικότητας 

Η καµπύλη ζήτησης δεν έχει την ίδια ελαστικότητα σε όλα τα τµήµατα της ή σε όλα τα 

σηµεία της αν και η κλίση της δεν αλλάζει. Για να βρούµε την ελαστικότητα ζήτησης 

γεωµετρικά αρκεί να εντοπίσουµε το σηµείο που µας ενδιαφέρει και µετρικά αρκεί να 

εντοπίσουµε το σηµείο που µας ενδιαφέρει και να διαιρέσουµε το κάτω τµήµα της καµπύλης 

µε το πάνω. Ο λόγος των δυο µας δίνει τον βαθµό ελαστικότητας. 
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∆ιάγραµµα 3.2.3: Ελαστικότητα Ζήτησης  

 
 

Αν χρησιµοποιήσουµε τον κατακόρυφο άξονα, η ελαστικότητα ζήτησης στο σηµείο Γ 

υπολογίζεται γεωµετρικά ως εξής: 

5,0
824

8
=

−
=

ΑΓ
ΒΓ

=Γ dε  

 

Αν χρησιµοποιήσουµε  τον οριζόντιο άξονα, η ελαστικότητα ζήτησης στο σηµείο Γ 

υπολογίζεται γεωµετρικά ως εξής: 

5,0
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480720
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=
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=Γdε  

 

Παράδειγµα 

Η συνάρτηση ζήτησης ενός αγαθού είναι PQ 420 −= . Βρείτε την ελαστικότητα ζήτησης 

γεωµετρικά όταν η τιµή µειώνεται στα 2€. 

 

Όταν η καµπύλη ζήτησης διαιρεθεί στην µέση έτσι ώστε το κάτω τµήµα της καµπύλης να 

είναι ίσο µε το πάνω, η ελαστικότητα ζήτησης είναι ίση µε την µονάδα. Στην περίπτωση που 

ο αριθµητής είναι µεγαλύτερος από τον παρανοµαστή τότε η ελαστικότητα ζήτησης είναι 

µεγαλύτερη από την µονάδα και αντιστρόφως, δηλαδή: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

∆ιάγραµµα 3.2.4: Ελαστικότητα Ζήτησης  
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Η ελαστικότητα ζήτησης ανάλογα µε τις τιµές που λαµβάνει µπορεί να ταξινοµηθεί σε: 

 

- Ελαστική: δηλαδή µεγαλύτερη από τη µονάδα ( )1>dε  

- Ανελαστική: δηλαδή µικρότερη από την µονάδα ( )1<dε  

- Μοναδιαία: δηλαδή ίση µε τη µονάδα ( )1=dε , σηµείο Γ στο ∆ιάγραµµα 

- Απείρως ελαστική: δηλαδή ίση µε το µηδέν ( )0=dε , σηµείο Β στο ∆ιάγραµµα 

- Απολύτως ανελαστική: δηλαδή ίση µε το ∞ , σηµείο Α στο ∆ιάγραµµα. 

 

 

       ∆ιάγραµµα 3.2.5                       ∆ιάγραµµα 3.2.6                     ∆ιάγραµµα 3.2.7 

 
Πηγή: Θ. Λιανός κ.ά. 2009 

 

Όταν η ζήτηση είναι ελαστική τότε, αύξηση της τιµής σηµαίνει αύξηση της συνολικής 

δαπάνης, ενώ µείωση της τιµής σηµαίνει αύξηση της συνολικής δαπάνης. 

 

Όταν η ζήτηση είναι ανελαστική τότε, αύξηση της τιµής σηµαίνει αύξηση της συνολικής 

δαπάνης ενώ µείωση της τιµής σηµαίνει µείωση της συνολικής δαπάνης. 
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Μοναδιαία ελαστικότητα ζήτησης σηµαίνει ότι η µεταβολή στην τιµή δεν επιφέρει ουδεµία 

µεταβολή στη συνολική δαπάνη. 

 

∆ιάγραµµα 3.2.8: Πλήρως ανελαστική και απείρως ελαστική ζήτηση 

 

 
 

 

Ο βαθµός ελαστικότητας είναι αρκετά σηµαντικός για τις επιχειρήσεις για τις κυβερνήσεις 

και για διάφορους οργανισµούς µε οικονοµικό χαρακτήρα όπως αυτοί είναι οι συνεταιρισµοί 

και οι οµοσπονδίες παραγωγών ή πωλητών διάφορων προϊόντων ή αγαθών. Και αυτό γιατί οι 

οργανισµοί µπορούν να υπολογίσουν τι αντίκτυπο µπορεί να έχει η µεταβολή της τιµής επί 

των εσόδων τους ή των κερδών τους. Έτσι, αν η ελαστικότητα είναι µοναδιαία µια µεταβολή 

της τιµής δεν έχει κανένα αντίκτυπο στα έσοδα. Αντιθέτως, αν η ζήτηση είναι ελαστική, µια 

µείωση της τιµής αυξάνει τα έσοδα της επιχείρησης, ενώ αν είναι ελαστική η µείωση της 

τιµής µειώνει τα έσοδα της επιχείρησης. Πιο αναλυτικά στον παρακάτω πίνακα: 

 

Ελαστικότητα Ζήτησης Μεταβολή Τιµής Συνολικά Έσοδα 

Ελαστική ( )1>dε  Αυξάνεται Μειώνεται 

Ελαστική ( )1>dε  Αυξάνεται Αυξάνεται 

Ανελαστική ( )1<dε  Αυξάνεται Αυξάνεται 

Ανελαστική ( )1<dε  Μειώνεται Μειώνεται 

Μοναδιαία ( )1=dε  Μειώνεται ή Αυξάνεται Καµία Αλλαγή 

 

 

Ο βαθµός ελαστικότητας της ζήτησης ως προς την τιµή ενός προϊόντος εξαρτάται από τους 

παρακάτω παράγοντες: 

 

α) Αριθµός και συγγένεια υποκατάστατων προϊόντων 
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β) Σπουδαιότητα του προϊόντος στους οικογενειακούς προϋπολογισµούς 

γ) Σπουδαιότητα της ανάγκης που ικανοποιεί το προϊόν 

δ) ∆ιάρκεια χρονικής περιόδου 

ε) ∆ιάρκεια ζωής των προϊόντων 

ζ) Ο βαθµός κορεσµού της αγοράς ως προς το συγκεκριµένο προϊών 

η) ∆ιανοµή του εισοδήµατος και εισοδηµατική οµάδα που αγοράζει το προϊόν. 

θ) Οι προσδοκίες των καταναλωτών σχετικά µε τις µελλοντικές µεταβολές των τιµών και των 

εισοδηµάτων. 

 

Προσφορά 

Πρόσφορα ενός αγαθού είναι οι ποσότητες που επιθυµούν να πουλήσουν οι παραγωγοί του 

συγκεκριµένου αγαθού στην παραγωγή σε διάφορες τιµές σε µια συγκεκριµένη χρονική 

περίοδο. Όπως είδαµε προηγουµένως στη ζήτηση όπου η τιµή παίζει πολύ σηµαντικό ρόλο, 

έτσι γίνεται και εδώ, δηλαδή η τιµή του αγαθού παίζει αποφασιστικό ρόλο στη διαµόρφωση 

της προσφοράς. Οι προσφερόµενες ποσότητες ενός αγαθού δεν παραµένουν ίδιες σε όλες τις 

τιµές. Πιο συγκεκριµένα, όταν µεταβάλλεται η τιµή ενός αγαθού τότε µεταβάλλονται και οι 

προσφερόµενες ποσότητες του. Έτσι, όταν η τιµή του αγαθού είναι χαµηλή, οι παραγωγοί 

προσφέρουν µικρές ποσότητες αγαθού. Αντιθέτως, όταν η τιµή του αγαθού είναι υψηλή, τότε 

οι παραγωγοί σπεύδουν να προσφέρουν µεγάλες ποσότητες αγαθού. Με λίγα λόγια όσο πιο 

µεγάλη είναι η τιµή ενός αγαθού, τόσο αυξάνονται οι προσφερόµενες ποσότητες του. 

 

Καµπύλη Προσφοράς 

Όλα τα σηµεία πάνω στην καµπύλη προσφοράς µας δείχνουν και ένα ξεχωριστό συνδυασµό 

τιµής και προσφερόµενης ποσότητας. Ολόκληρη η καµπύλη προσφοράς διατυπώνει τη σχέση 

των προσφερόµενων ποσοτήτων ενός αγαθού ανά µονάδα χρόνου και των αντιστοιχών τιµών 

του. Επίσης, η σχέση µεταξύ των τιµών και των προσφερόµενων ποσοτήτων είναι θετική και 

συνιστά τον Νόµο της Προσφοράς ο οποίος διατυπώνεται ως εξής: Όταν αυξάνεται η τιµή 

ενός αγαθού, τόσο αυξάνεται και η προσφερόµενη ποσότητα του και αντίθετα, όταν 

µειώνεται η τιµή ενός αγαθού τότε µειώνεται και η προσφερόµενη ποσότητα του. 

 

Προσδιοριστικοί παράγοντες της προσφοράς S  

Οι κυριότεροι προσδιοριστικοί παράγοντες της προσφοράς, εκτός της τιµής, είναι οι εξής: 

α) Οι στόχοι που θέτουν οι επιχειρήσεις 

β) Το επίπεδο της τεχνολογίας 

γ) Οι τιµές των λοιπών αγαθών 

δ) Οι τιµές των συντελεστών της παραγωγής 

ε) Οι προβλέψεις των παραγωγών 

στ) Αστάθµητοι παράγοντες 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

∆ιάγραµµα 3.2.9: Καµπύλη Προσφοράς  
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Πηγή: Κιόχος κ.ά., 2005 

 

Η συνάρτηση προσφοράς 

Ανάµεσα στην προσφερόµενη ποσότητα και στην τιµή ενός προϊόντος υπάρχει µια 

συναρτησιακή σχέση της µορφής: ( )PfQS =  όπου Q  η ποσότητα και P  η τιµή. Με τον ίδιο 

τρόπο η συνάρτηση προσφοράς διατυπώνεται ως εξής: PQS δγ +=  όπου, η παράµετρος γ  

είναι η σταθερά πάνω στον κάθετο άξονα και η παράµετρος δ  παρουσιάζει την κλίση της 

καµπύλης προσφοράς. Αν η καµπύλη προσφοράς έχει κανονική µορφή, δηλαδή ανέρχεται 

από αριστερά προς τα δεξιά, η παράµετρος δ  είναι θετική. Η ποσότητα Q  και η τιµή P , δεν 

µπορούν να έχουν αρνητικές τιµές και ισχύει: 0≥SQ  και 0≥P . 

 

Ελαστικότητα Προσφοράς 

Η σχέση ανάµεσα στην τιµή και στην προσφερόµενη ποσότητα ενός αγαθού, είναι µεγέθη 

που συνδέονται µεταξύ τους θετικά. Έτσι συνεπάγεται ότι ισχύει από τον Νόµο της 

Προσφοράς, δηλαδή όταν αυξάνεται η τιµή, αυξάνεται και η προσφερόµενη ποσότητα από 

µια δεδοµένη µεταβολή στην τιµή. Αυτό που µας αφορά είναι να µετρήσουµε το µέγεθος της 

αλλαγής που προκαλείται από τις µεταβολές της τιµής. Αυτό µπορεί να υπολογιστεί αν 

εφαρµόσουµε τον τύπο της ελαστικότητας προσφοράς: 

Η ελαστικότητα προσφοράς, λοιπόν, µετρά την ποσοστιαία µεταβολή της προσφερόµενης 

ποσότητας που προκαλείται από δεδοµένη ποσοστιαία µεταβολή στην τιµή. Στα µαθηµατικά 

η ελαστικότητα της προσφοράς ορίζεται ως το πηλίκο της διαίρεσης της ποσοστιαίας 

µεταβολής της προσφερόµενης ποσότητας δια της ποσοστιαίας µεταβολής της τιµής. Το 

ποσοστό µεταβολής στην προσφερόµενη ποσότητα είναι το πηλίκο της διαίρεσης της 

µεταβολής που επήλθε δια της αρχικά προσφερόµενης ποσότητας. Έτσι προκύπτει η εξής 

σχέση: 
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Όπου, Q : η προσφερόµενη ποσότητα 

Q∆ : η µεταβολή στην προσφερόµενη ποσότητα 

P : η τιµή 

P∆ : η µεταβολή στην τιµή 

 

Παράδειγµα: 

Η τιµή ενός αγαθού αυξάνεται κατά 10% και η προσφερόµενη ποσότητα του αυξάνεται κατά 

20%, τότε η ελαστικότητα προσφοράς του αγαθού αυτού θα είναι ίση µε 2. 
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Αυτό σηµαίνει ότι αν αυξηθεί η τιµή κατά 1%, η προσφερόµενη ποσότητα θα αυξηθεί κατά 

2% και αντίστροφα, αν η τιµή µειωθεί κατά 1%, τότε η προσφερόµενη ποσότητα θα µειωθεί 

κατά 2%. 

 

Ανελαστική και ελαστική προσφορά 

 

Όταν η ελαστικότητα της προσφοράς ενός αγαθού είναι µικρότερη της µονάδας δηλαδή 

1<SE , τότε η ποσοστιαία µεταβολή στην τιµή προκαλεί µικρότερη ποσοστιαία µεταβολή 

στην προσφερόµενη ποσότητα, τότε λέµε ότι η προσφορά είναι ανελαστική.(∆ιάγραµµα 

3.2.10) 

 

Όταν η ελαστικότητα της προσφοράς ενός αγαθού είναι µεγαλύτερη της µονάδας δηλαδή  

1>SE , τότε µια δεδοµένη ποσοστιαία µεταβολή στην τιµή προκαλεί µεγαλύτερη ποσοστιαία 

µεταβολή στην προσφερόµενη ποσότητα, τότε λέµε ότι η προσφορά είναι ελαστική. 

(∆ιάγραµµα 3.2.10) 

 

∆ιάγραµµα 3.2.10: Απεικόνιση ελαστικής και ανελαστικής προσφοράς 

 
Πηγή: Λιανός κ.ά. 

τιµή 

στην τιµή  

ποσότητα  

ποσότητα  προσφερόµενηστην 

 

  

 

   

Αρχική

Μεταβολή 

Αρχική

Μεταβολή

=
S E 
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Όταν η ελαστικότητα της προσφοράς ενός αγαθού είναι ίση µε το µηδέν δηλαδή 0=SE , η 

προσφερόµενη ποσότητα του αγαθού παραµένει σταθερή, ανεξάρτητα από το ύψος της τιµής 

του. Με αλλά λόγια οι παραγωγοί προσφέρουν την ίδια ποσότητα αγαθού και όταν η τιµή του 

είναι χαµηλή στην αγορά και όταν πάλι αυτή κυµαίνεται σε υψηλά επίπεδα. Σε αυτήν την 

περίπτωση, η καµπύλη προσφοράς των αγαθών παριστάνεται µε µια κάθετη γραµµή προς τον 

οριζόντιο άξονα. Τότε λέµε ότι η προσφορά είναι τελείως ή πλήρως ανελαστική. 

 

∆ιάγραµµα 3.2.11: Τελείως ή πλήρως ανελαστική προσφορά 

 
Πηγή: Λιανός κ.ά. 

 

Τιµή και Ποσότητα ισορροπίας 

Ύστερα από την ανάλυση των προηγούµενων δυο κεφαλαίων, δηλαδή της ζήτησης και της 

προσφοράς, είναι πιο εφικτό τώρα να αναφερθούµε στο πως σχηµατίζεται η τιµή ενός αγαθού 

στην αγορά. Πάνω σε ένα σύστηµα συντεταγµένων απεικονίζουµε τις καµπύλες προσφοράς 

και ζήτησης όπως κάναµε στα προηγούµενα κεφαλαία της ζήτησης και της προσφοράς απλώς 

τώρα αυτές τις καµπύλες τις συµπεριλαµβάνουµε σε ένα σχήµα. Η καµπύλη ζήτησης έχει 

µεταξύ τιµών και ζητούµενων ποσοτήτων αρνητική κλίση και παριστάνει όλους τους 

δυνατούς συνδυασµούς µεταξύ διαφόρων τιµών και ζητούµενων ποσοτήτων. Βλέπουµε ότι, 

όσο αυξάνεται η τιµή τόσο µειώνεται η ζητούµενη ποσότητα και αντίστροφα, όσο µειώνεται 

η τιµή, τόσο αυξάνεται η ζητούµενη ποσότητα. Επίσης η καµπύλη ζήτησης µας δείχνει τις 

ποσότητες που επιθυµούν οι καταναλωτές να αγοράσουν σε διάφορες τιµές. Η καµπύλη 

προσφοράς έχει θετική κλίση, ανέρχεται δηλαδή από αριστερά προς τα δεξιά και παριστάνει 

όλους τους δυνατούς συνδυασµούς µεταξύ διάφορων τιµών και προσφερόµενων ποσοτήτων. 

Όσο υψώνεται η τιµή του αγαθού στην αγορά, τόσο αυξάνεται η προσφερόµενη ποσότητα 

από τους παραγωγούς και αντίθετα όσο µειώνεται η τιµή του αγαθού τόσο µειώνεται και η 

προσφερόµενη ποσότητα του αγαθού. ∆ηλαδή, η καµπύλη προσφοράς δείχνει τις ποσότητες 

που επιθυµούν να προσφέρουν οι παραγωγοί στην αγορά του αγαθού σε διάφορες τιµές σε 

ορισµένη χρονική περίοδο. Όπως βλέπουµε και από το ∆ιάγραµµα 3.2.12 οι καµπύλες 

προσφοράς και ζήτησης τέµνονται µεταξύ τους. Στο σηµείο αυτό όπου τέµνονται, οι 

ζητούµενες ποσότητες και οι προσφερόµενες ποσότητες είναι ίσες. Το σηµείο αυτό 

ονοµάζεται σηµείο ισορροπίας. Σε αυτό το σηµείο οι καταναλωτές επιθυµούν να αγοράσουν 

ποσότητα ίση µε αυτή που επιθυµούν να προσφέρουν οι παραγωγοί. Αν από αυτό το σηµείο 
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φέρουµε την κάθετο προς τον άξονα των τιµών, τότε η τιµή που θα προσδιοριστεί λέγεται 

τιµή ισορροπίας. Με τον ίδιο τρόπο αν φέρουµε την κάθετο προς τον άξονα των ποσοτήτων 

θα προσδιορίσουµε την ποσότητα ισορροπίας. 

Εν ολίγοις, κατάσταση ισορροπίας έχουµε όταν η ζήτηση ενός αγαθού είναι ίση µε την 

πρόσφορα του. 

 

∆ιάγραµµα 3.2.12: Τιµή ισορροπίας 

 
 

 

 

3.3 Οικονομικές Εφαρμογές 
 

 

Εφαρµογή 1 

Μια βιοµηχανία παράγει Q  µονάδες ενός προϊόντος µε κόστος το οποίο δίνεται από τη 

συνάρτηση QQC 57500)( += . Τα έσοδα από την πώληση Q  ποσότητας του προϊόντος 

δίνονται από την συνάρτηση QQR 20)( = . Πότε η επιχείρηση έχει κέρδος και πότε χάνει τα 

χρήµατα της, δηλαδή πότε έχει ζηµιά; 

 

Λύση : 

 

Η συνάρτηση κέρδους είναι 750015)57500(20)()()( −=+−=−= QQQQCQRQK . 

 

Εποµένως η επιχείρηση έχει κέρδος αν  ενώ χάνει χρήµατα για 5000 <≤ Q . 

 

Εφαρµογή 2 

Μια επιχείρηση καθορίζει την τιµή πώλησης )(QP  κάθε µονάδας ενός προϊόντος, 

συναρτήσει της ποσότητας Q  των µονάδων παραγωγής, σύµφωνα µε τον τύπο 

QQP 31200)( −= . Το κόστος παραγωγής Q  µονάδων ενός προϊόντος δίνεται από τη 

συνάρτηση QQQC 6006)( 2 −−= . 

α) Να βρεθούν οι συναρτήσεις εσόδων )(QR  και κερδών )(QK . 
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β) Να προσδιοριστεί η ποσότητα του προϊόντος που µεγιστοποιεί τη συνάρτηση των κερδών 

και το µέγιστο κέρδος. 

 

Λύση: 

 

α) Η συνάρτηση των εσόδων )(QR  είναι: 

QQQQPQR ⋅−== )31200()()(  

και η συνάρτηση των κερδών είναι: 

QQQQQQQCQRQK 18009600631200)()()( 222 +=+−−=−= . 

 

β) Βρίσκουµε την µονοτονία της K(Q) 

1000)('180018)(' =⇒=⇒+−= QQKQQK  

 

Η µονοτονία και τα ακρότατα του µέγιστου κέρδους )(QK  φαίνονται στον παρακάτω 

πίνακα. 

 
 

Εποµένως η ποσότητα του προϊόντος που µεγιστοποιεί τη συνάρτηση των κερδών είναι η 

Q=100 και το µέγιστο κέρδος είναι: �(100� � �9 ∙ 100�� � 1800 ∙ 100 � �9 ∙ 10� � 18 ∙
10� � 90.000 
 

 

Εφαρµογή 3 

Σε µια βιοµηχανία το κόστος παραγωγής x  µονάδων ενός προϊόντος είναι 300203 2 +− xx . 

Το συνολικό κόστος παραγωγής 2 µονάδων είναι 868 . Ποιο είναι το συνολικό κόστος 

παραγωγής των πρώτων 10  µονάδων; 

 

Λύση: 

Έστω ( )xC  το συνολικό κόστος παραγωγής x  µονάδων του προϊόντος. Τότε, 

( ) ( ) 300203' 2 +−== xxxMCxC . 

Άρα,  

( ) ( ) ∫ ∫ ∫∫ ++−=+−=+−= cxxxdxxdxdxxdxxxxC 30010300203300203 2322
, ℜ∈c .  
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Από την υπόθεση, ( ) 8682 =C . Οπότε, 300=c . Συνεπώς το συνολικό κόστος παραγωγής των 

10 µονάδων είναι: ( ) 330030030001000100010 =++−=C  . 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 
Πραγµατικές συναρτήσεις πολλών µεταβλητών 

4.1 Βασικές έννοιες – Ολική και Μερική παραγώγιση 
 

 
Συναρτήσεις δύο ή περισσότερων µεταβλητών (Μερική Παραγώγιση) 

Όταν µια συνάρτηση αποτελείται παραπάνω από µια µεταβλητές, τότε υπάρχουν δυο ειδών 

παραγωγίσεις που µπορούν να εφαρµοστούν, η µερική παραγώγιση και η ολική παραγώγιση. 

Γενικά, η ολική παραγώγιση µπορεί να επιτρέπει ταυτόχρονα τη µεταβολή όλων των 

µεταβλητών, ενώ αντίθετα η µερική παραγώγιση µπορεί να επιτρέπει τη µεταβολή µιας και 

µόνο µεταβλητής έχοντας τις υπόλοιπες µεταβλητές σταθερές. Με την έννοια αυτή, η µερική 

παραγώγιση αποτελείται από µια επέκταση του λογισµού σε πολυµεταβλητές συναρτήσεις. 

Στο παρακάτω παράδειγµα µερικής παραγώγισης εξετάζεται η περίπτωση δυο και µόνο 

µεταβλητών µε την προϋπόθεση ότι είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους. ∆ιαφορετικά, το να 

εξεταστούν περισσότερες µεταβλητές είναι µια απλή γενίκευση της περίπτωσης των δυο 

µεταβλητών. 

Έστω η συνάρτηση ),( yxfz =  από την οποία συνάρτηση οι µεταβλητές x  και y  

θεωρούνται ανεξάρτητες µεταξύ τους. Μια τέτοια συνάρτηση βρίσκεται πολύ συχνά σε 

παραδείγµατα περί οικονοµίας µια επιχείρησης. Για παράδειγµα θα µπορούσε να περιγράφει 

το παραγόµενο προϊόν µιας επιχείρησης ή µιας οικονοµίας. Για το λόγο αυτό, στην 

συνάρτηση παραγωγής η εξαρτηµένη µεταβλητή z  αναφέρεται στο προϊόν το όποιο 

παράγεται από τις εισροές κεφαλαίου ( )x , και εργασίας ( )y . Αν εν συνεχεία, υποθέτοντας 

πως οι εισροές συµβάλλουν µεµονωµένα και ανεξάρτητα στην παραγωγή του προϊόντος, τότε 

δηµιουργείται το ερώτηµα της µεταβολής στο παραγόµενο προϊόν από µια µεταβολή στην 

ποσότητα του κεφαλαίου µε δεδοµένη την ποσότητα της εργασίας. Θέτουµε λοιπόν όπου 

cyy == 0
 και γραφούµε: ),(),( 0 cxfyxfz == . Με άλλα, λόγια η παραγόµενη ποσότητα 

µετατρέπεται ουσιαστικά σε µια συνάρτηση της ποσότητας του κεφαλαίου. Σε αυτήν την 

περίπτωση, η παράγωγος της z  ως προς την x  γράφεται: 









∆

−∆+
=

∆
∆

=
∂
∂

→∆→∆ x

yxfyxxf

x

z

x

z

xx

),(),(
limlim 00

00
 µε την προϋπόθεση ότι το όριο αυτό υπάρχει. 

Με τον ίδιο τρόπο, αν ενδιαφερόµαστε για την παράγωγο της z  ως προς την y  µε δεδοµένη 

τη 
0xx =  έχουµε: 









∆

−∆+
=

∆
∆

=
∂
∂

→∆→∆ y

yxfyyxf

y

z

y

z

yy

),(),(
limlim 00

00
. 

Το σύµβολο ∂  προφέρεται θήτα και αναφέρεται στη µερική παραγώγιση. Η µερική 

παραγώγιση παριστάνεται επίσης ως: xxx Dyxf
x

fyxf
x

f
),,(,),,(,

∂
∂

∂
∂

 όπου το πρόσηµο x  

αναφέρεται στη µεταβλητή που παραγωγίζουµε. 

Αν έχουµε µια συνάρτηση µε n  µεταβλητές ),.....,,( 21 nxxxfy = , τότε οι µερικές παράγωγοι 

γράφονται: [ ]n

n

fff
x

y

x

y

x

y
f ,....,,,.....,, 21

21

=








∂
∂

∂
∂

∂
∂

=∇  όπου το σύµβολο ∇  προφέρεται 

ανάδελτα (del) και πρόκειται για το ανεστραµµένο δέλτα. 
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Παράδειγµα 1: 

Να υπολογιστούν όλες οι µερικές παράγωγοι πρώτης τάξης της συνάρτησης: yxxyz
22 += . 

 

Λύση: 

Προκειµένου να υπολογίσουµε τη xz ∂∂ / , θεωρούµε ότι η y  είναι σταθερά, εποµένως 

έχουµε: xyy
x

z
22 +=

∂
∂

 

Για να υπολογίσουµε τη xz ∂∂ /  θεωρούµε ότι η x  είναι σταθερά, εποµένως έχουµε: 

22 xxy
x

z
+=

∂
∂

. 

 

Παράδειγµα 2: 

Να υπολογιστούν όλες οι µερικές παράγωγοι πρώτης τάξης της συνάρτησης: 
1734),( −++== yxxyyxfz  και να εκτιµηθούν στο σηµείο )2,1(),( 00 =yx . 

 

Λύση: 

34/),( +=∂∂= yxfyxf x  και 113)2(4)2,1( =+=xf  

2
74/),(

−−=∂∂= yxyfyxf x  και 25,2)2(7)1(4)2,1(
2 =−= −

xf  

 

 

Ορισµός συνάρτησης πολλών µεταβλητών: 

Έστω 
2ℜ⊆∆ , αντίστοιχα 

3ℜ⊆∆  και ℜ⊆Κ  δυο τυχόντα µη κενά σύνολα. Τότε µια 

συνάρτηση, δυο αντίστοιχα τριών µεταβλητών µε πεδίο ορισµού το ∆  και πεδίο τιµών το Κ  

είναι µια µονοσήµαντη απεικόνιση, έστω f , του συνόλου ∆  στο Κ , τέτοια ώστε: 

( ) Κ∈=→∋∆ Wyxfyx ),(, , Αντίστοιχα 

( ) Κ∈=→∋∆ Wzyxfzyx ),,(,, . 

Τα yx,  αντίστοιχα zyx ,,  είναι στην περίπτωση αυτή οι ανεξάρτητες µεταβλητές ή απλά για 

µεγαλύτερη ευκολία στο εξής µεταβλητές ή όπως επίσης λέγεται τα στοιχεία της f , ενώ η w  

είναι η εξαρτηµένη µεταβλητή. Με παρόµοιο τρόπο, όπως και στην περίπτωση της µιας 

µεταβλητής, η f  ορίζει τον τύπο της συνάρτησης. Συγκεκριµένα, περιγράφει τον τρόπο µε 

τον οποίο γίνεται η παραπάνω απεικόνιση. 

Ο προσδιορισµός του πεδίου ορισµού ∆  γίνεται όπως και στην περίπτωση της συνάρτησης 

µε µια µεταβλητή, µε τη διαφορά ότι προσδιορίζονται οι τιµές για τις οποίες ορίζεται η f  για 

κάθε µεταβλητή yx, , αντίστοιχα zyx ,,  χωριστά και στη συνέχεια το ∆  ως η ένωση των 

επιµέρους πεδίων ορισµού. Μια συνάρτηση f  µε πεδίο ορισµού ∆  θα συµβολίζεται στο εξής 

µε ∆f  ή αναλυτικά ∆),( yxf , αντίστοιχα ∆),,( zyxf . Τα πεδία ορισµού και τιµών είναι µια 

καµπύλη επιφάνεια ή γενικότερα µια τρισδιάστατη περιοχή του χώρου. 

Έστω ∆= ),( yxfw , αντίστοιχα ∆= ),,( zyxfw . Τότε η γραφική παράσταση της f  θα είναι 

το σύνολο των σηµείων ( ) Κ×∆∈wyx ),,( , αντίστοιχα  ( ) Κ×∆∈wzyx ),,,( . 

 

Παράδειγµα 3: 

Να υπολογιστεί το πεδίο ορισµού των συναρτήσεων yxyxf +=),(1 ,  yxyxf +=),(2  

και )44ln(),( 22

3 yxyxf −−= . 
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Λύση: 

Επειδή από τον τύπο της 1f  πρέπει να προκύπτει πραγµατικός αριθµός, το πεδίο ορισµού 1∆  

θα είναι { }0y x:),( 2

1 ≥+ℜ∈=∆ yx . 

 

Οι συναρτήσεις πολλών µεταβλητών συναντιούνται πολύ συχνά και έχουν τεράστιες 

εφαρµογές σε πολλά πεδία εφαρµογών. Για παράδειγµα τα ολικά έσοδα TR  από τις πωλήσεις 

δυο αγαθών µε ποσότητες 1q , 2q  και αντίστοιχες τιµές 3  και 4  χρηµατικές µονάδες είναι 

µια συνάρτηση δυο µεταβλητών 1q , 2q  διότι: 2413 qqTR +=  

Ο όγκος V  ενός ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου είναι: zyxV ⋅⋅= , όπου zyx ,,  τα µήκη των 

ακµών του, δηλαδή είναι µια συνάρτηση τριών µεταβλητών µε 0>x , 0>y  και 0>z . 

 

Γεωµετρική απεικόνιση µερικής παραγώγου 

Θεωρούµε τη συνάρτηση z  µε δυο µεταβλητές: yx,  , µε πεδίο ορισµού το εµβαδόν Α  του 

επιπέδου yx0 . Σε κάθε σηµείο του επιπέδου µε συντεταγµένες ( )yx,  φέρνουµε κάθετη 

ευθεία στο επίπεδο yx0  και παίρνουµε ένα τµήµα ίσο µε το z . Έτσι προκύπτουν άπειρα τα 

σηµεία Σ  στο χώρο µε συντεταγµένες: ( )yxfzzyx ,:,, ≡ . 

 

∆ιάγραµµα 4.1.1: Γεωµετρική απεικόνιση µερικής παραγώγου 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Πηγή: Ευάγγελος Φούντας, 1997 

 

 

Οριακή τιµή συνάρτησης δυο µεταβλητών. 

Το όριο µιας συνάρτησης ),( yxfz = , όταν το x  τείνει στο 
0x  και το y  τείνει στο 

0y , 

ορίζεται µε τρόπο ανάλογο µε τον ορισµό του ορίου της συνάρτησης µιας µεταβλητής. Το 

όριο αυτό είναι κ , δηλαδή κ=
→→

),(lim
00 ,

yxf
yyxx

, όταν για κάθε 0>ε  υπάρχει 0>δ  που 

εξαρτάται από το ε  και το ( )00 , yx  τέτοιο ώστε εκ <−),( yxf , για όλα τα x  και τα y  για 

τα οποία δ<−< 00 xx , δ<−< 00 yy . Αν το όριο αυτό υπάρχει, τότε θα υπάρχουν και τα 

δυο διπλά όρια: { } { }
0 0 0 0

l i m l i m ( , ) ,  l i m l i m ( , )
x x y y y y x x

f x y f x y
→ → → →

και θα είναι 

ίσα. Στο πρώτο από τα όρια αυτά, υπολογίζεται πρώτα το όριο µέσα στην αγκύλη, θεωρώντας 

το x  ως σταθερά, και µετά το όριο ως προς x . Ανάλογα υπολογίζεται και το δεύτερο όριο. 

Αν τα όρια αυτά είναι ίσα δεν είµαστε βέβαιοι για την ύπαρξη ή όχι του ορίου, 

κ=
→→

),(lim
00 ,

yxf
yyxx

. 

Αν όµως τα δυο αυτά όρια είναι διαφορετικά τότε σίγουρα το παραπάνω όριο δεν υπάρχει. 
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Συναρτήσεις δύο ή περισσότερων µεταβλητών (Ολική Παραγώγιση) 

Προηγουµένως ασχοληθήκαµε κυρίως στην περίπτωση όπου οι µεταβλητές x  και y  στην 

συνάρτηση ),( yxfz =  είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους. Αυτήν την φορά όµως 

επικεντρωνόµαστε στην περίπτωση όπου οι  x  και y  είναι εξαρτηµένες από µια τρίτη 

µεταβλητή. Συναρτήσεις τέτοιου είδους συνηθίζουν να υπάρχουν στα οικονοµικά, όπως για 

παράδειγµα η ),( yxfz =  παριστάνει µια συνάρτηση παραγωγής όπου οι συντελεστές 

παραγωγής κεφάλαιο και εργασία µεταβάλλονται στην διάρκεια του χρόνου ( )t . Έτσι, αν µας 

ζητείται να βρούµε τη µεταβολή ενός παραγόµενου προϊόντος διαχρονικά, δηλαδή dtdz / , 

τότε θα πρέπει να εκτιµηθεί: 

Α) Η µεταβολή στην  που οφείλεται σε µια µικρή µεταβολή του t  η οποία βασίζεται στη 

 µέσω της x , δηλαδή  

 

Β) Η µεταβολή στην  που οφείλεται σε µια µικρή µεταβολή του  η οποία βασίζεται στη 

 µέσω της , δηλαδή  

 

Εποµένως συνολικά θα έχουµε: 
dt

dy
f

dt

dx
f

dt

dy

y

z

dt

dx

x

z

dt

dz
yx +=

∂
∂

+
∂
∂

= . 

Η dtdz /  λέγεται ολική παράγωγος (total derivative) της z  ως προς την t . 

 

Παράδειγµα 4: 

Έστω η συνάρτηση 
23 2),( yxyxfz +==  µε 12)( 2 +== ttgx  και 

2)( tthy == . Να 

βρεθεί η dtdz / . 

 

Λύση: 

dt

dy
y

dt

dx
x

dt

dz
43 2 +=  αλλά tdtdx 4/ =  και tdtdy 2/ = , άρα έχουµε: 

( )( )2 2 2
3 (4 ) 4 (2 ) 12 (2 1) 8

dz
x t y t t t t t

dt
= + = + + . 

 

 

4.2 Οικονομικές εφαρμογές συναρτήσεων πολλών μεταβλητών 

 
Η συνάρτηση ζήτησης πολλών µεταβλητών 

Η ζήτηση ενός αγαθού είναι συνάρτηση της ίδιας του της τιµής, καθώς επίσης είναι 

συνάρτηση της τιµής των σχετιζόµενων αγαθών του διαθέσιµου εισοδήµατος κλπ. Για να 

κάνουµε πιο απλή την παρουσίαση, ας υποθέσουµε ότι η ζήτηση του αγαθού ( )
xqx,  

εξαρτάται από την τιµή του ( )
xp , όπως επίσης και από την τιµή του αγαθού ( )

ypy, . Αν µια 

τέτοια σχέση υπάρχει ανάµεσα στα δυο αγαθά, τότε οι συναρτήσεις ζήτησης των αγαθών x  

και y  εξαρτώνται από τις τιµές των δυο αγαθών. Άρα έχουµε: ( )
yxx ppfq ,= , η ζήτηση για 

z

z .
t

x

x

z

∂
∂

∂
∂

z t

z y .
t

y

y

z

∂
∂

∂
∂
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το αγαθό x  και ( )
yxy ppgq ,=  η ζήτηση για το αγαθό y . Από τις δυο συναρτήσεις 

ορίζουµε τέσσερις µερικές παραγώγους: 

=∂∂ xx pq /  η οριακή ζήτηση για το αγαθό x  ως προς την τιµή xp  

=∂∂ yx pq /  η οριακή ζήτηση για το αγαθό x  ως προς την τιµή yp  

=∂∂ xy pq /  η οριακή ζήτηση για το αγαθό y  ως προς την τιµή xp  

=∂∂ yy pq /  η οριακή ζήτηση για το αγαθό y  ως προς την τιµή yp  

Σύµφωνα µε τον Νόµο της Ζήτησης γνωρίζουµε ότι µε δεδοµένη την τιµή του αγαθού y  αν η 

τιµή του αγαθού x  αυξάνεται τότε µειώνεται η ζητούµενη ποσότητα του x . 

 

 

Η συνάρτηση µεικτού κόστους 

Ας υποθέσουµε µια βιοµηχανία η οποία παράγει τα αγαθά x  και y . Το συνολικό κόστος c  

αυτών των µονάδων είναι συνάρτηση της παραγόµενης ποσότητας των x  και y  και 

ονοµάζεται συνάρτηση µεικτού κόστους. Αν γράψουµε µια τέτοια συνάρτηση της µορφής:                  

( )yxfc ,=  

τότε το xc ∂∂ /  καλείται µερικό οριακό κόστος ως προς το x  και συµβολίζει τον ρυθµό 

µεταβολής του c  ως προς το x , όταν το y  κρατείται σταθερό. Ταυτόχρονα, το yc ∂∂ /  είναι 

η µερική οριακή παράγωγος ως προς το y  και συµβολίζει το ρυθµό µεταβολής του c  ως 

προς το y  όταν το x  κρατείται σταθερό. 

Αν για παράδειγµα βρούµε πως το yc ∂∂ / =45 τότε αυτό σηµαίνει πως το κόστος παραγωγής 

µιας επιπλέον µονάδας του x , µε δεδοµένο το επίπεδο παραγωγής του y , είναι 45 

νοµισµατικές µονάδες. Από εδώ µπορούµε να γενικεύσουµε για την περίπτωση που έχουµε n  

µεταβλητές, τότε θα υπάρχουν n  µερικές οριακές συναρτήσεις κόστους. 

 

Η συνάρτηση παραγωγής 

Σε µια συνηθισµένη µικροοικονοµική ανάλυση η παραγωγή ενός προϊόντος εξαρτάται από 

πολλούς παράγοντες όπως το κεφάλαιο, η εργασία, το έδαφος κλπ. Η ακόλουθη συνάρτηση 

παραγωγής ( )LKfQ ,=  δίνει τη µέγιστη συνολική παραγωγή από την απασχόληση δυο 

µόνο παραγωγικών συντελεστών, του κεφαλαίου και της εργασίας. Η KQ ∂∂ /  συµβολίζει 

την οριακή παραγωγικότητα του παραγόµενου προϊόντος Q  ως προς τον συντελεστή 

κεφάλαιο, όταν ο συντελεστής εργασία παραµένει σταθερός. Με τον ίδιο τρόπο, ως LQ ∂∂ /  

συµβολίζουµε την οριακή παραγωγικότητα ως προς τη συντελεστή εργασία, όταν ο 

συντελεστής κεφάλαιο κρατείται σταθερός. 

 

Η συνάρτηση παραγωγής Cobb-Douglas 

Έστω η συνάρτηση παραγωγής Cobb-Douglas 
ba

LAKQ = . Πιο συγκεκριµένα 0>A  και 

10 << a  , 10 << b . Πολύ σηµαντικό σηµείο χαρακτηριστικό της συνάρτησης αυτής την 

οποία έκανε αρκετά σηµαντική στις οικονοµικές µελέτες, είναι ότι κάποιες παράγωγοι ως 

προς τους παραγωγικούς συντελεστές K , δηλαδή το κεφάλαιο, αλλά και L , δηλαδή η 

εργασία, είναι θετικές. Τις πρώτες παραγώγους τις λέµε οριακά προϊόντα του κεφαλαίου 

KMP  και της εργασίας LMP  αντίστοιχα. Έτσι λοιπόν ισχύει: 

01 >==
∂
∂

= −

K

Q
aLaAK

K

Q
MP

ba

K και 01 >==
∂
∂

= −

L

Q
bLbAK

L

Q
MP

ba

L  αντίστοιχα. 
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Γενικά, όταν οι οριακές παράγωγοι είναι θετικές τότε δηλώνουν πως το παραγόµενο προϊόν 

αυξάνεται ή µειώνεται, όταν κάποιος από τους παραγωγικούς συντελεστές επίσης αυξάνεται 

ή µειώνεται αντίστοιχα. 

Ένα άλλο σηµαντικό χαρακτηριστικό της συνάρτησης παραγωγής είναι ο «Νόµος της 

φθίνουσας οριακής παραγωγικότητας» των παραγωγικών συντελεστών. Ο νόµος αυτός 

υποδεικνύει ότι αν η ποσότητα ενός παραγωγικού συντελεστή αυξάνεται, ενώ οι ποσότητες 

των άλλων συντελεστών παραµένουν σταθερές, τότε το οριακό προϊόν του αυξανόµενου 

συντελεστή προοδευτικά µειώνεται. Αυτό σηµαίνει πως η δεύτερη παράγωγος κάθε 

παραγωγικού συντελεστή πρέπει να είναι αρνητική. Σύµφωνα µε το προηγούµενο 

παράδειγµα, η µερική παράγωγος του παραγόµενου προϊόντος ως προς την εργασία είναι: 

( ) 01 2

2

2

<−=
∂
∂ − ba

LAKaa
K

Q
 

Επειδή, ο όρος στην παρένθεση είναι αρνητικός ( )01 <−a , συνεπάγεται ότι η δεύτερη 

µερική παράγωγος είναι αρνητική και άρα ισχύει ο «Νόµος της φθίνουσας οριακής 

παραγωγικότητας». Άρα, οµοίως για το οριακό προϊόν της εργασίας ισχύει: 

( ) 01 2

2

2

<−=
∂
∂ −ba

LAKbb
L

Q
 επειδή ( )01 <−b . 

 

 

 

Εφαρµογή 1 

Μια βιοµηχανία παράγει τα αγαθά  και . Ας υποθέσουµε ότι η συνάρτηση µεικτού 

κόστους αυτών των δυο αγαθών είναι:  

Να προσδιοριστεί το οριακό µερικό κόστος παραγωγής του κάθε αγαθού, όταν  και 

. Να ερµηνευτούν τα αποτελέσµατα. 

 

Λύση:                         

Εποµένως στο σηµείο (100,50) θα έχουµε: 

 

 

Αυτό σηµαίνει ότι αυξάνοντας την παραγωγή του αγαθού  από 100 σε 101 µονάδες 

διατηρώντας την παραγωγή του αγαθού υ στις 50 µονάδες, αυξάνεται το συνολικό κόστος 

κατά 1.550ν.µ. Στο αγαθό αυξάνοντας την παραγωγή του από 50 σε 51 µονάδες, 

κρατώντας σταθερή την παραγωγή του  στις 100 µονάδες θα οδηγήσει σε αύξηση του 

κόστους περίπου κατά 1.700 νοµισµατικές µονάδες. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x y

( ) 10001076,
22 +++== yxyxyxfc

100=x

50=y

xy
y

c
yx

x

c
720,712 +=

∂
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+=
∂
∂

( ) ( ) ( ) µν .15505071001250,100 =+===
∂
∂
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Εφαρµογή 2 

Σε µια επιχείρηση, η συνάρτηση παραγωγής της είναι:  

α) Να προσδιοριστούν οι συναρτήσεις οριακής παραγωγικότητας και να εκτιµηθούν για 

 και . 

β) Να ερµηνευτούν οικονοµικά τα αποτελέσµατα. 

γ) Να διερευνηθεί αν ισχύει ο νόµος της φθίνουσας οριακής παραγωγικότητας των 

συντελεστών παραγωγής. 

 

Λύση: 

α)  
LK

L
LLK

K

Q

2
)(

2

1
2

1

==
∂
∂ −

και  

Όταν οι µερικές παράγωγοι εκτιµώνται για την περίπτωση που  και  

παίρνουµε: 

 και  

β) Έτσι αν  και  και αν το  αυξηθεί στις 5 µονάδες ενώ η εργασία 

παραµένει σταθερή στις 100 µονάδες, τότε η παραγωγή αυξάνεται περίπου κατά 1,25 

µονάδες. Στην περίπτωση που το  αυξάνει σε 101 ενώ το  παραµένει στις 4 η παραγωγή 

θα αυξάνεται περίπου κατά 0,05 µονάδες. 

γ) Οι δεύτερες µερικές παράγωγοι ως προς  και  δίνουν 

0)(
4

1
)(

4

1 22

3

2

2
22

3

2

2

<−=
∂

∂
<−=

∂

∂ −−
KLK

L

Q
LLK

K

Q
άρα για την συνάρτηση παραγωγής Cobb-

Douglas διαπιστώνεται η φθίνουσα οριακή παραγωγικότητα των συντελεστών παραγωγής. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 
 

   Οικονοµικές συναρτήσεις µε τη χρήση του EXCEL 
 

Λόγω της ραγδαίας εξέλιξης της επιστήµης της πληροφορικής των τελευταίων 

δεκαετιών, πολλές εργασίες οι οποίες γίνονταν χειρόγραφα και µε πολύ χρόνο και κόπο από 

τον εργαζόµενο πραγµατοποιούνται πλέον µε την χρήση των υπολογιστών ταχύτερα, πιο 

εύκολα και σε πολλές περιπτώσεις µε µεγαλύτερη ασφάλεια. Στην οικονοµική επιστήµη η 

συνεισφορά των υπολογιστών στον χρήστη είναι τεράστια καθώς έχουν δηµιουργηθεί πολλά 

προγράµµατα τα όποια τυποποιούν της εργασίες και δεν απαιτούν εξειδικευµένες  γνώσεις 

από τον εργαζόµενο, πέρα από αυτές για τη σωστή χρήση του προγράµµατος. Ενώ λοιπόν 

στα προηγούµενα κεφάλαια αναφέρθηκαν στην εισαγωγή και στην ανάλυση των 

συναρτήσεων σε αυτό θα αναλυθούν οι πιο σηµαντικές συναρτήσεις που χρησιµοποιούνται 

στην επιστήµη των οικονοµικών µε την χρήση του πιο ευρέως διαδεδοµένου προγράµµατος 

στον κλάδο του, του MICROSOFT EXCEL. 

Όπως φαίνεται και από την παρακάτω εικόνα το EXCEL παρέχει µια µεγάλη γκάµα 

από οικονοµικές συναρτήσεις. Όταν λοιπόν, ο χρήστης επιλεγεί µια εξ’αυτών, στην 

περιγραφή το πρόγραµµα τον ενηµερώνει για την χρήση της συγκεκριµένης συνάρτησης. 

 

 
Εικόνα excel 1 

Όπως γίνεται κατανοητό δεν µπορεί να γίνει αναφορά και ανάλυση σε όλες τις οικονοµικές 

συναρτήσεις που χρησιµοποίει το EXCEL λόγω του πλήθους τους. Για αυτόν το λόγο θα 

αναλυθούν οι συναρτήσεις µε την µεγαλύτερη χρήση. 
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ΟΙ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ PV(ΠΑΡΟΥΣΑ ΑΞΙΑ) ΚΑΙ FV (ΜΕΛΛΟΝΤΙΚΗ ΑΞΙΑ) 

 

Η ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ FV (FUTURE VALUE) 

 

 

 

 

Ορισµός: 

Η συνάρτηση FV είναι µια οικονοµική συνάρτηση η όποια υπολογίζει την µελλοντική αξία 

µιας επένδυσης µε βάση ένα σταθερό επιτόκιο. Η συνάρτηση FV µπορεί να χρησιµοποιηθεί 

είτε µε περιοδικές, σταθερές πληρωµές είτε µε εφάπαξ πληρωµή. 

 

ΤΥΠΟΣ: 

 

FV =CF0+ CF1 (1+i)
 1 

+ CF2 (1+i)
 2 

+CF3 (1+i)
 3 

+… +CFt-1 (1+i)
 t-1 

+ CFt(1+i)
 t 

FV � ����1 + ���
�

� !
 

 

 

Η ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ PV (PRESENT VALUE) 

Ορισµός: 

Η συνάρτηση PV είναι µια οικονοµική συνάρτηση η οποία υπολογίζει την παρούσα αξία ενός 

κεφαλαίου, δανείου ή επένδυσης µε βάση ένα σταθερό επιτόκιο. Η συνάρτηση αυτή µπορεί 

να χρησιµοποιηθεί είτε µε περιοδικές, σταθερές πληρωµές είτε µε µια µελλοντική τιµή που 

είναι ο επενδυτικός στόχος. 

 

ΤΥΠΟΣ: 

PV= 
"#$		
&'(�$		�

)*+
&'(�+ �

)*,
&'(�, �

)*-
&'(�- �⋯�

)*/0+
&'(�/0+ �

)*/
&'(�/ 

PV �� ���
1 + ���

�

� !
	

 
 
όπου: 

��� = Οι χρηµατορροές (cash flows) και 

2 = ο χρονικός ορίζοντας, περιόδων (ετών) 

� = το επιτόκιο 

 

Παράδειγµα µε συνάρτηση µέλλουσας αξίας (FV) 

Έστω ότι ένα άτοµο έχει 3 τραπεζικούς λογαριασµούς σε διαφορετικές τράπεζες και µε 

διαφορετικά δεδοµένα ανά λογαριασµό(επιτόκιο, χρονικοί περίοδοι). Να βρεθεί το τελικό 

ποσό των  λογαριασµών στο τέλος της επένδυσης. 

Τράπεζα Α: επιτόκιο=3%, διάρκεια επένδυσης 12 περίοδοι, κατάθεση ανά περίοδο 200, 

αρχική κατάθεση 1000, τρόπος πληρωµής 1. 

Τράπεζα Β: επιτόκιο=3,5%, διάρκεια επένδυσης 36 περίοδοι, κατάθεση ανά περίοδο 800, 

αρχική κατάθεση 300, τρόπος πληρωµής 1. 

Τράπεζα Γ: επιτόκιο=2%, διάρκεια επένδυσης 18 περίοδοι, κατάθεση ανά περίοδο 100, 

αρχική κατάθεση 0, τρόπος πληρωµής 0. 
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Λύση: 

Αρχικά θα ξεκινήσουµε µε το φτιάξουµε τους πίνακες στο EXCEL. 

 

 
Εικόνα excel 2 

Στη συνέχεια θα διαλέξουµε το κελί όπου θέλουµε να υπολογίσουµε την τελική αξία και από 

τις συναρτήσεις θα επιλέξουµε την FV. Όταν µας εµφανίσει τον πίνακα εµείς θα τον 

συµπληρώσουµε µε τα στοιχειά της αντίστοιχης τράπεζας. 

 

 
Εικόνα excel 3 
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Με τον ίδιο τρόπο θα συµπληρώσουµε και τα άλλα 2 ώστε να λυθεί η άσκηση. 

 

 
Εικόνα excel 4 

 

Η ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ NPV, Η ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΤΗΣ ΚΑΘΑΡΗΣ ΠΑΡΟΥΣΑΣ ΑΞΙΑΣ 

 

Ορισµός: 

Η µέθοδος NPV µπορεί να υπολογίσει τη συµβολή της επένδυσης στην αξία της 

επιχείρησης που την αναλαµβάνει γιατί µε αυτήν τη µέθοδο οι χρηµατορροές της επιχείρησης 

ανάγονται σε επιµέρους παρούσες αξίες. 

Η µέθοδος υπολογίζει την καθαρή αξία των προϋπολογιζόµενων χρηµµατορροών 

µετά από φόρους προεξοφληµένων  µε ένα επιτόκιο το ύψος του οποίου είναι ανάλογο µε την 

απόδοση που προσφέρουν ανάλογες επενδύσεις στην αγορά. 

 

Τύπος:   345 � )*+
&'(�+ �

)*,
&'(�, �

)*-
&'(�- �⋯�

)*/0+
&'(�/0+� �

)*/
&'(�/ 

 

 

 

Ή          345 � ∑ )*7
&'(�7

�� & 	 
 

Εφαρµογή:  Η επιχείρηση ΒΗΤΑ Α.Ε επιθυµεί την ανάληψη ενός επενδυτικού σχεδίου 

εκµετάλλευσης  αιολικής ενέργειας. Οι χρηµατορροές της επιχείρησης µετά από φόρους 

απεικονίζονται στον πίνακα που ακολουθεί. Το προεξοφλητικό επιτόκιο του προγράµµατος 

είναι 8%. Με την µέθοδο της καθαρής παρούσας αξίας δώστε τη γνώµη σας για το αν ή 

επένδυση θα πρέπει να αναληφθεί ή όχι από την επιχείρηση ΒΗΤΑ Α.Ε. 

 

 Αρχικό ποσό 1
ο
 έτος 2

ο
 έτος 3

ο
 έτος 4

ο
 έτος 

Χρηµ/ροες 

σε € 

-40.000 15.000 12.000 10.000 9.500 
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ΛΥΣΗ 

Με βάση τον τύπο της NPV θα να λυθεί η ακόλουθη εξίσωση: 

�40.000 + 9 15.0000
(1 + 0,08�& +

12.0000
(1 + 0,08�� +

10.0000
(1 + 0,08�= +

9.500
(1 + 0,08��> = 

Με την χρήση του excel θα υπολογίσουµε ότι βρίσκεται στην αγκύλη, ωστόσο εµείς θα 

πρέπει να αφαιρέσουµε τις -40.000€ από το αποτέλεσµα της αγκύλης. 

 

Αρχικά θα ανοίξουµε ένα φύλλο εργασίας του excel και θα βάλλουµε τα δεδοµένα της 

άσκησης σε µορφή πίνακα, όπως φαίνεται και από την ακόλουθη εικόνα. 

 

 
Εικόνα excel 5 

Στη συνέχεια θα επιλεξουµε ένα κελί του φυλλου εργασίας του excel στο οποίο θα 

δηµιουργήσουµε και θα λυσουµε την συνάρτηση. Από το µενου τον οικονοµικών 

συναρτήσεων θα επιλέξουµε την συνάρτηση NPV που µας ενδιαφερει και στο νέο παράθυρο 

θα βαλλουµε τα δεδοµένα. 
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Εικόνα excel 6 

Και τελος από το αποτέλεσµα της συναρτησης που δηµιουργήθηκε θα αφαιρέσουµε την 

αρχικη δαπάνη -40000+39098.06=-901,94 

 

 
Εικόνα excel 7 

Εφόσον -901,94 > 0 δεν συµφέρει την επιχείρηση να αναλάβει την επένδυση. 
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Η ΣΥΝΆΡΤΗΣΗ IRR ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΕΣΩΤΕΡΙΚΟΥ ΒΑΘΜΟΥ ΑΠΟ∆ΟΣΗΣ 

 

Ορισµός: 

Η µέθοδος συγκρίνει το προεξοφλητικό επιτόκιο των ετήσιων χρηµµατορροών του 

επενδυτικού σχεδίου µετά από φόρους µε το οποίο µηδενίζεται η καθαρή παρούσα αξία του 

επενδυτικού προγράµµατος. Με τη µέθοδο αυτή συγκρίνεται ο εσωτερικός βαθµός απόδοσης.  

Αν ο εσωτερικός βαθµός απόδοσης (IRR) είναι µεγαλύτερος ή ίσος µε το επιτόκιο 

απαιτούµενης απόδοσης η επιχείρηση αναλαµβάνει την επένδυση. Αν ο εσωτερικός βαθµός 

απόδοσης είναι µικρότερος από το επιτόκιο απαιτούµενης απόδοσης η επένδυση 

απορρίπτεται. 

Αν ο χρονικός ορίζοντας είναι µία µόνο περίοδος/έτος, υπάρχει δηλαδή µόνο µια 

χρηµατορροή τότε  χρησιµοποιείται ο ακόλουθος τύπος. 

IRR � CF& � CF!CF!  

Αν  το επενδυτικό σχέδιο εκτείνεται σε παραπάνω από ένα έτη τότε χρησιµοποιείται η 

ακόλουθη σχέση. 

IRR � IRR�B �	
IRR�C � IRR�D ∗ NPVB
NPVGHH�D �	NPVGHH�I

 

Όπου (IRR)s το µικρό (small) δοκιµαστικό προεξοφλητικό επιτόκιο και (IRR)b το µεγάλο 

(big) δοκιµαστικό προεξοφλητικό επιτόκιο. 

 

                   

     Εφαρµογή εσωτερικού βαθµού απόδοσης IRR 

 

Στον παρακάτω πινάκα δίνονται τα ποσά σε χιλιάδες ευρώ ανά έτος. Να βρεθεί ο εσωτερικός 

βαθµός απόδοσης της επένδυσης µε διάρκεια αρχικά 4 έτη και στη συνέχεια για 5 έτη. 
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Εικόνα excel 8 

Όπως και στα προηγούµενα παραδείγµατα έτσι και τώρα θα ανοίξουµε το µενού των 

οικονοµικών συναρτήσεων και θα επιλέξουµε την συνάρτηση IRR που υπολογίζει τον 

εσωτερικό βαθµό απόδοσης µιας σειράς χρηµµατορροών. Από την  εικόνα φαίνεται η 

επένδυση να είναι πενταετούς διάρκειας  µε τα δεδοµένα να εµφανίζονται στην αριστερή 

στήλη. Είναι σηµαντικό να αναφερθεί ότι το αρχικό της ποσό είναι πάντα αρνητικό, γιατί σε 

αντίθεση µε τα υπόλοιπα είναι εκροή για την επιχείρηση. Προκειµένου να υπολογίσουµε το 

IRR θα χρειαστούµε τα δεδοµένα της πρώτης στήλης. 

Για να υπολογίζουµε τον εσωτερικό βαθµό απόδοσης για µια περίοδο τεσσάρων ετών  

πρέπει να επιλέξουµε ένα οποιοδήποτε  κελί του EXCEL και να γράψουµε =IRR(A2:A6). H 

εντολή που δόθηκε ήταν να δηµιουργηθεί και να λυθεί µια συνάρτηση IRR για τα ποσά που 

εµφανίζονται στα κελία Α2,Α3,Α4,Α5 και Α6. Σε αυτήν την περίπτωση το αποτέλεσµα της 

εξίσωσης είναι -9%. ∆ηλαδή ο εσωτερικός βαθµός απόδοσης της επένδυσης για µια διάρκεια 

τεσσάρων ετών είναι -9%. 

Για να υπολογίσουµε τον εσωτερικό βαθµό απόδοσης για µια περίοδο πέντε ετών η 

διαδικασία είναι περίπου ίδια µε πριν. Θα επιλέξουµε ένα κελί του excel και θα γράψουµε 

=IRR(A2:A7). Το αποτέλεσµα σε αυτήν την περίπτωση είναι 2%, δηλαδή ο εσωτερικός 

βαθµός απόδοσης της επένδυσης για µια περίοδο πέντε ετών είναι 2%. 

Γενικά µια επένδυση είναι ωφέλιµη όταν ο εσωτερικός βαθµός απόδοσης είναι 

µεγαλύτερος ή ίσος µε το συντελεστή απόρριψης. Εάν όµως ο εσωτερικός βαθµός απόδοσης 

είναι µικρότερος από τον συντελεστή απόρριψης η επένδυση θα πρέπει να απορριφθεί. 
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                                                   ΣΥΜΠΕΡAΣΜΑΤΑ 
 

Καθώς όλη η µελέτη αυτής της εργασίας έφτασε στο τέλος της, βλέποντας τη 

συµβολή των οικονοµικών συναρτήσεων στην επίλυση οικονοµικών προβληµάτων ανά 

µεγάλα χρονικά διαστήµατα, είµαστε σε θέση να παρουσιάσουµε τις εξής παρατηρήσεις και 

συµπεράσµατα. 

Αφού λοιπόν η οικονοµία µιας κοινωνίας επηρεάζει πάρα πολύ κόσµο σε επιµέρους 

ζητήµατα, οι αποφάσεις που θα ληφθούν για την βελτιστοποίηση της είναι πολύ σηµαντικές. 

Και φτάνουµε στο συµπέρασµα ότι αν οι συναρτήσεις βοηθούν στη λήψη των αποφάσεων 

που ειπώθηκαν είναι εξίσου σηµαντικές. 

Όδηγηθήκαµε λοιπόν στο συµπέρασµα, πως οι συναρτήσεις γενικότερα βοήθησαν 

άµεσα στην επίλυση του εκάστοτε οικονοµικού προβλήµατος. Για παράδειγµα για το αν 

συµφέρει ή όχι µια επιχείρηση να αναλάβει µια επένδυση ή για το αν µια βιοµηχανία θα έχει 

κέρδος ή ζηµία. Η επίλυση των ασκήσεων αυτών µέσω των συναρτήσεων δεν οδηγεί απλά 

στη απάντηση των παραπάνω ερωτηµάτων αλλά στην απάντηση τους µε απόλυτη ακρίβεια 

και εάν όλη η διαδικασία έχει γίνει σωστά, και χωρίς να µπορεί να αµφισβητηθεί.  

Στο πέρασµα του χρόνου οι συναρτήσεις έχουν δείξει τη µεγάλη συνεισφορά τους. 

Παρότι οι µαθηµατικοί τύποι τροποποιήθηκαν και συνεχίζουν να το κάνουν για να 

ικανοποιήσουν τις ανάγκες που αλλάζουν. 
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