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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
 

 

Στο πρώτο κεφάλαιο της εργασίας θα γίνει µια επισκόπηση της βιβλιογραφίας για τον 

γραµµικό προγραµµατισµό. Θα περιγραφεί η ιστορική εξέλιξη του γραµµικού 

προγραµµατισµού, ο ορισµός, περιγραφή και ανάλυσης της επιχειρησιακής έρευνας 

και  ανάλυση του µαθηµατικού µοντέλου του γραµµικού προγραµµατισµού.  

Στο δεύτερο κεφάλαιο θα παρουσιαστούν εφαρµογές του γραµµικού 

προγραµµατισµού  και θα εξεταστούν τρία παραδείγµατα χρήσης.  

Στο τρίτο κεφάλαιο θα γίνει εκτενής ανάλυση των χρήσεων του γραµµικού 

προγραµµατισµού και παρουσίαση των σηµαντικότερων παραγόντων του. Θα 

ακολουθήσει ανάλυση πλεονεκτηµάτων και µειονεκτηµάτων της µεθόδου.  

Τέλος, στο τέταρτο κεφάλαιο γίνεται ανάλυση περίπτωσης µε πρακτική εφαρµογή. 

Ακολουθούν τα συµπεράσµατα και η βιβλιογραφία. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



3 

 

Περιεχόµενα 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1: ΓΡΑΜΜΙΚΟΣ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΣ ....................................................... 7 

1.1 ΙΣΤΟΡΙΚΗ ΑΝΑ∆ΡΟΜΗ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΥ ............................ 7 

1.2 ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΗ ΛΗΨΗ ΑΠΟΦΑΣΕΩΝ .... Σφάλμα! Δεν έχει οριστεί σελιδοδείκτης. 

1.3 ΧΡΗΣΕΙΣ ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΗΣ ΕΡΕΥΝΑΣ ΚΑΙ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΥ ...................................................................................................... 7 

1.4 ΕΡΓΑΛΕΙΑ ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΗΣ ΕΡΕΥΝΑΣ ................................................................ 8 

1.5 ΓΡΑΜΜΙΚΟΣ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΣ ...................................................................... 10 

1.6 ΣΤΑ∆ΙΑ ΑΝΑΛΥΣΗΣ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ ΚΑΙ ΛΗΨΗΣ ΑΠΟΦΑΣΗΣ .. Σφάλμα! Δεν 

έχει οριστεί σελιδοδείκτης. 

ΑΝΑΓΝΩΡΙΣΗ ΤΟΥ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ....... Σφάλμα! Δεν έχει οριστεί σελιδοδείκτης. 

ΚΑΘΟΡΙΣΜΟΣ ΤΩΝ ΠΑΡΑΜΕΤΡΩΝ ΤΟΥ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ ....... Σφάλμα! Δεν έχει 

οριστεί σελιδοδείκτης. 

ΕΝΤΟΠΙΣΜΟΣ ΤΩΝ ΠΕΡΙΟΡΙΣΜΩΝ ΤΟΥ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ ........ Σφάλμα! Δεν έχει 

οριστεί σελιδοδείκτης. 

ΕΠΙΛΟΓΗ ΤΕΛΙΚΗΣ ΑΠΟΦΑΣΗΣ ΓΙΑ ΤΗ ΛΥΣΗ ΤΟΥ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ . Σφάλμα! 

Δεν έχει οριστεί σελιδοδείκτης. 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΤΗΣ ΛΥΣΗΣ ............................ Σφάλμα! Δεν έχει οριστεί σελιδοδείκτης. 

1.7 ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΥ .................. 10 

ΥΠΟΘΕΣΕΙΣ ΤΟΥ ΜΟΝΤΕΛΟΥ ................................................................................. 13 

1.8 H ΜΕΘΟ∆ΟΣ SIMPLEX ............................................................................................. 14 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2: ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΟΥ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΥ ΣΤΗΝ 

ΟΙΚΟΝΟΜΙΑ ......................................................................................................................... 16 

2.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ ................................................................................................................... 16 

2.2 ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ ΧΡΗΣΗΣ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΥ .................... 17 

Παράδειγµα πρώτο .......................................................................................................... 17 



4 

 

Παράδειγµα δεύτερο ....................................................................................................... 19 

Παράδειγµα τρίτο ............................................................................................................ 21 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3: ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΑ ΚΑΙ ΧΡΗΣΕΙΣ ΤΟΥ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΥ ........................................................................................................ 25 

3.1 ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΑ ΤΟΥ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΥ ........................ 25 

3.2 ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΕΙΣ ΤΟΥ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΥ ............................... 25 

3.3 ΧΡΗΣΕΙΣ ΤΟΥ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΥ .......................................... 26 

Οι µεταβλητές απόφασης και η αλληλεξάρτησή τους .................................................... 27 

Αντικειµενικότητα και ποσοτικοποίηση στόχου ............................................................. 27 

Περιορισµένοι παράγοντες .............................................................................................. 27 

Παρουσία διαφορετικών εναλλακτικών λύσεων ............................................................. 27 

Μη-Αρνητικοί Παράγοντες ............................................................................................. 28 

Κριτήριο γραµµικότητας ................................................................................................. 28 

Συµπληρωµατικότητα ..................................................................................................... 28 

Κριτήριο αποκλεισµού .................................................................................................... 28 

∆ιαιρετότητα ................................................................................................................... 28 

Βεβαιότητα ...................................................................................................................... 28 

Παραδοχές ....................................................................................................................... 29 

3.4 ΠΛΕΟΝΕΚΤΗΜΑΤΑ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΥ ............................... 29 

Επιστηµονική προσέγγιση επίλυσης προβληµάτων ........................................................ 29 

Αξιολόγηση όλων των πιθανών εναλλακτικών λύσεων.................................................. 29 

Βοηθάει στην επαναξιολόγηση ....................................................................................... 29 

Ποιότητα απόφασης ........................................................................................................ 29 

Ταχύτητα παραγωγής λύσεων σε περιπτώσεις κρίσεων ................................................. 29 

Πολυχρηστικότητα .......................................................................................................... 30 

∆ηµιουργία βάσης πληροφοριών .................................................................................... 30 



5 

 

3.5 ΠΕΡΙΟΡΙΣΜΟΙ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΥ .......................................... 30 

Γραµµική σχέση .............................................................................................................. 30 

Αντικειµενικές εξισώσεις ................................................................................................ 31 

Κλασµατικές τιµές .......................................................................................................... 31 

Βαθµός πολυπλοκότητας................................................................................................. 31 

Προσδιορισµός του στόχου ............................................................................................. 32 

∆υσκολία ανανέωσης ...................................................................................................... 32 

3.6 ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ  ΤΕΧΝΙΚΩΝ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΥ ΣΤΗΝ 

ΟΙΚΟΝΟΜΙΑ ..................................................................................................................... 32 

∆ηµιουργία οικονοµικού πλάνου .................................................................................... 33 

Τοµέας µεταφορών .......................................................................................................... 33 

Τοµέας Γεωργίας ............................................................................................................. 33 

Αεροπορική Βιοµηχανία ................................................................................................. 33 

Εµπορικά Ιδρύµατα ......................................................................................................... 34 

Χηµικές βιοµηχανίες ....................................................................................................... 34 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4: ΠΡΑΚΤΙΚΗ ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΥ ........ 35 

4.1 ΣΤΟΧΟΣ ΚΑΙ ΠΡΟΕΡΓΑΣΙΑ ...................................................................................... 35 

4.2 ΕΦΑΡΜΟΓΗ ................................................................................................................. 35 

4.2.1 Παράδειγµα εταιρίας ηλεκτρονικών ειδών ............................................................ 36 

4.2.2 Γραφική επίλυση του προβλήµατος ....................................................................... 38 

4.2.3 Μέθοδος λύσης Iso-Profit Line .............................................................................. 41 

ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ ΠΡΩΤΟΥ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ ...................................................................... 46 

ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ ∆ΕΥΤΕΡΟΥ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ .................................................................. 46 

ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ ........................................................................................... 46 

 

 



6 

 

 

 

 

 

 

Περιεχόµενα σχηµάτων και πινάκων 
 

 

Πίνακας 1.1 Εργαλεία επίλυσης προβληµάτων ............................................................... 9 

Πίνακας 1.2 Υποθετική µήτρα αποτελεσµάτων για το παράδειγµα λήψης απόφασης µε 

δύο παράγοντες: εβδοµάδες απεργίας και κόστος αποθέµατος ............ Σφάλµα! ∆εν έχει 

οριστεί σελιδοδείκτης. 

Σχήµα 1.1 Βασικές εξισώσεις γραµµικού προγραµµατισµού ........................................ 11 

Σχήµα 1.2 Μαθηµατική έκφραση των συναρτήσεων ελαχιστοποίησης και 

µεγιστοποίησης αντίστοιχα ........................................................................................... 13 

Πίνακας 2.1 Τιµή πρώτων υλών ................................................................................... 17 

Πίνακας 2.2 Τιµές των προϊόντων ............................................................................... 17 

Πίνακας 2.3 Ποσότητες πρώτων υλών που χρησιµοποιούνται για την παραγωγή κάθε 

προϊόντος ..................................................................................................................... 18 

Πίνακας 2.4 ∆ιαθέσιµες ποσότητες πρώτων υλών ....................................................... 18 

Πίνακας 2.5 Το συνολικό κόστος παραγωγής κάθε προϊόντος µε βάση τις τιµές πρώτων 

υλών που θέσαµε και το ποσοστό κέρδους κάθε προϊόντος .......................................... 19 

Πίνακας 2.6 Το κόστος και η ζήτηση του προϊόντος ανά µήνα..................................... 20 

Σχήµα 2.1 ∆έντρο απόφασης στο οποίο παρουσιάζονται τα κριτήρια και οι διαθέσιµες 

επιλογές καλλιέργειας ................................................................................................... 23 

Πίνακας 2.7 Τα βάρη κάθε κριτηρίου ........................................................................... 23 

Πίνακας 2.8 Οι τελικές τιµές για την επιλογή της καλλιέργειας .................................... 24 

Σχήµα 2.2 ∆έντρο απόφασης όµοιο του Σχήµατος 2.1 µε επιπλέον την προσθήκη των 

βαρών κάθε κριτηρίου .................................................................................................. 24 

Πίνακας 4.1 Συνολικά οι παράγοντες του προβλήµατος παρουσιασµένοι σε µήτρα 

αποτελεσµάτων ............................................................................................................. 36 

Σχήµα 4.1 Περιορισµός Α ............................................................................................ 39 

Σχήµα 4.2 Περιορισµός Β ............................................................................................ 40 

Σχήµα 4.3 Η κοινή περιοχή µεταξύ των περιορισµών .................................................. 40 

Σχήµα 4.4 Η γραµµή κέρδους που επιλέξαµε για την αυθαίρετη τιµή 210 .................... 42 

Σχήµα 4.5 Τυχαίες ευθείες που αντιστοιχούν σε κέρδος καθώς πλησιάζουµε τη µέγιστη 

τιµή ............................................................................................................................... 43 

Σχήµα 4.6 Μέγιστη τιµή κέρδους 410 ευρώ που αντιπροσωπεύεται από την ενδιάµεση 

ευθεία µεταξύ των ευθειών περιορισµών Α και Β ......................................................... 44 

 

 

 



7 

 

 

 

 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1: ΓΡΑΜΜΙΚΟΣ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΣ  
 

1.1 ΙΣΤΟΡΙΚΗ ΑΝΑ∆ΡΟΜΗ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΥ 
 

Πριν ορίσουµε το γραµµικό προγραµµατισµό και εισέλθουµε στο κύριο µέρος της 

εργασίας θα ήταν σκόπιµο να αναφέρουµε κάποια ιστορικά στοιχεία για την εξέλιξη 

του τοµέα που θα ασχοληθούµε στην παρούσα εργασία. Ο γραµµικός 

προγραµµατισµός πλέον αποτελεί έναν τοµέα έρευνας που έχει συνεχώς αυξανόµενη 

επιρροή στον επιχειρηµατικό κόσµο.  

Η ιστορία της επιχειρησιακής έρευνας και του γραµµικού προγραµµατισµού δεν 

βρίσκεται µόνο στον χώρο των επιχειρήσεων.  

Η λήψη αποφάσεων σαν τοµέας ανάπτυξης υπολογιστικών µοντέλων 

χρησιµοποιήθηκε από το στρατό κατά το δεύτερο παγκόσµιο πόλεµο, και 

συγκεκριµένα από τους βρετανούς. Ήταν ανάγκη να δηµιουργηθούν µοντέλα λήψης 

αποφάσεων σε ζητήµατα που δεν µπορούσε ο ανθρώπινος νους να δίνει ταχείες και 

ορθές απαντήσεις. Αρχικά το πρώτο ζήτηµα στο οποίο έπρεπε να υπάρχει αυτόµατος 

προγραµµατισµός ήταν η διαχείριση των πόρων των βρετανικών στρατευµάτων. Η 

λήψη αυτής της απόφασης θα µπορούσε να εµπεριέχει πολλούς παράγοντες, όπως ο 

αριθµός των στρατευµάτων, η σηµαντικότητα µιας µάχης και ο συνολικός αριθµός 

τροφίµων. 

Στο στρατιωτικό µέρος η ανάπτυξη µοντέλων λήψης αποφάσεων ήταν επίσης 

κρίσιµη, καθώς µε αυτό τον τρόπο µπορούσε να υπολογιστεί η τοποθέτηση ποµπών 

και ραντάρ, να υπολογιστεί   η βέλτιστη περιοχή τοποθέτησης βοµβών κτλ. Νωρίτερα 

ωστόσο υπήρχαν και άλλες προσπάθειες ανάπτυξης του τοµέα, όπως του 

οικονοµολόγου Warlaw και από τους Markov και Von Newman.  

Η επίλυση αυτών των ζητηµάτων ωστόσο ήταν εξαιρετικά πολύπλοκη για τα µέσα 

της εποχής, και η πραγµατικά µεγάλη ανάπτυξη του τοµέα του γραµµικού 

προγραµµατισµού και των επιχειρησιακών αποφάσεων ήρθε αρκετά αργότερα.  

Ένα από τα πεδία µε τα οποία ασχολείται η επιχειρησιακή έρευνα είναι η κατανοµή 

περιορισµένων πόρων σε διάφορες δραστηριότητες κάτω από συνθήκες ρίσκου, 

βεβαιότητας και αβεβαιότητας.  
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1.2 ΧΡΗΣΕΙΣ ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΗΣ ΕΡΕΥΝΑΣ ΚΑΙ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΥ 
 

Ο γραµµικός προγραµµατισµός και η επιχειρησιακή έρευνα αποτελούν ένα χρήσιµο 

εργαλείο εύρεσης µιας σωστής επιλογής. Με βάση αυτή τη χρήση µπορούµε να 

φανταστούµε ότι υπάρχουν πολλές εφαρµογές στη βιοµηχανία, στο εµπόριο, σε 

διάφορα κοινωνικά ζητήµατα και γενικά στο σχεδιασµό δραστηριοτήτων στις οποίες 

καλείται ο διαχειριστής να λάβει µια απόφαση.  

Με την επιχειρησιακή έρευνα στη βιοµηχανία για παράδειγµα µπορούµε να 

συνδυάσουµε διάφορους παράγοντες επιρροής ώστε να βρούµε τη βέλτιστη λύση. Αν 

για παράδειγµα έχει εµφανιστεί ένα ζήτηµα αποδοτικότητας στη βιοµηχανία, 

µπορούν να αναλυθούν ζητήµατα όπως η αγορά νέων µηχανηµάτων, η αλλαγή 

προώθησης των προϊόντων, η διαχείριση του εργατικού δυναµικού κτλ. Η 

επιχειρησιακή έρευνα µπορεί να δώσει απάντηση στο ποια από τις διαθέσιµες 

επιλογές είναι η πιο συµφέρουσα µε βάση το κόστος και την προβλεπόµενη αύξηση 

αποδοτικότητας, ή ακόµα ποιος συνδυασµός λύσεων είναι ο πιο συµφέρων.  

Στις επιχειρήσεις για παράδειγµα µε έναν απλό τρόπο θα µπορούσαµε να 

κατατάξουµε τους σηµαντικότερους παράγοντες επιρροής στους παρακάτω: 

 

• Κέρδος 

• Ικανοποίηση πελατών (τιµή και ποιότητα) 

• Αποδοτικότητα εργαζοµένων 

• Κόστος (φόροι, κόστος πωληθέντων κτλ) 

 

Η ανάπτυξή της επιχείρησης θα πρέπει να συνδυάζει µε βέλτιστο τρόπο όλους αυτούς 

τους επιµέρους, και συχνά αντικρουόµενους, στόχους. Για την επίλυση αυτών των 

προβληµάτων έχουν αναπτυχθεί αρκετά εργαλεία για τη δηµιουργία µοντέλων 

(Ignizio  & Cavalier, 1994).  

 

1.3 ΕΡΓΑΛΕΙΑ ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΗΣ ΕΡΕΥΝΑΣ 
 

Όπως αναφέραµε, όσο πιο πολύπλοκα τείνουν να γίνουν τα προβλήµατα τόσο πιο 

εξειδικευµένα εργαλεία απαιτούνται. Με την ανάπτυξη της τεχνολογίας και τη 

χρήσης των ηλεκτρονικών υπολογιστών δόθηκε τεράστια ανάπτυξη και στον τοµέα 

της επιχειρησιακής έρευνας. 

Πλέον υπάρχουν στη διάθεση των ερευνητών πολλά διαφορετικά εργαλεία 

παραγωγής µοντέλων και επίλυσης προβληµάτων. Μερικά από τα σηµαντικότερα 

εργαλεία παρουσιάζονται στον παρακάτω πίνακα:  
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Γραµµικός Προγραµµατισµός 

Ανάλυση Ευαισθησίας 

Μέθοδος Simplex 

Χρονικός Προγραµµατισµός 

∆ικτυωτή Ανάλυση 

Θεωρία Αποφάσεων 

Θεωρία Παιγνίων 

Συστήµατα Αναµονής 

∆υναµικός Προγραµµατισµός 

Μη-Γραµµικός Προγραµµατισµός 

Ακέραιος Προγραµµατισµός 

Μαρκοβιανή Ανάλυση 

Αναλυτικά Μοντέλα Προσοµοίωσης 

Προσοµοίωση Monte-Carlo 

Πιθανοτικά και Στοχαστικά Μοντέλα 

Bayesian Μέθοδος 

Μη-Γραµµικά Μοντέλα 

Βέλτιστοι Αλγόριθµοι Εκτίµησης 

Ευριστικά (Heuristic) Μοντέλα 

Προσεγγιστικές Μέθοδοι 

Γενετικοί Αλγόριθµοι 

 

Πίνακας 1.1 Εργαλεία επίλυσης προβληµάτων 
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Ο µαθηµατικός προγραµµατισµός, χωρίζεται στο γραµµικό, το µη γραµµικό και τον 

ακέραιο προγραµµατισµό. Ο γραµµικός προγραµµατισµός είναι αυτός που εξετάζεται 

σε αυτή την εργασία και µε αυτόν θα ασχοληθούµε κατά κύριο λόγο. 

Παρόλα αυτά ίσως πρέπει να αναφέρουµε και τους άλλους δυο κλάδους. Καταρχήν 

και οι τρεις αυτοί τοµείς της Επιχειρησιακής Έρευνας αποτελούνται από µια 

αντικειµενική συνάρτηση µεγιστοποίησης ή ελαχιστοποίησης και από µια σειρά 

περιορισµών που εκφράζουν το περιβάλλον µέσα στο οποίο θα πρέπει να κινηθούµε 

ώστε να λάβουµε αν όχι την σωστή τότε τη βέλτιστη απόφαση. 

Ο ακέραιος λοιπόν προγραµµατισµός, εφαρµόζεται όταν οι µεταβλητές του 

προβλήµατος µπορούν να πάρουν µόνο ακέραιες τιµές, ή όταν οι µεταβλητές αυτές 

αναπαριστούν αποφάσεις λογικής. ∆ηλαδή 1 (ένα) αν πρέπει να γίνει η επένδυση ή 2 

(δυο) αν δεν πρέπει να γίνει η επένδυση. 

Ο µη γραµµικός προγραµµατισµός, εφαρµόζεται όταν οι µερικές από τις συναρτήσεις 

ή και η αντικειµενική συνάρτηση δεν είναι γραµµικές. Συνήθως αυτού του είδους τα 

προβλήµατα δεν έχουν συγκεκριµένο τρόπο λύσης(Μπότσαρης, 2002). 

 

1.4 ΓΡΑΜΜΙΚΟΣ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΣ 
 

Ο γραµµικός λοιπόν προγραµµατισµός, ασχολείται για την επίλυση θεωρητικών και 

πρακτικών προβληµάτων βελτιστοποίησης στα όποια η µεν συνάρτηση 

αντικειµενικού σκοπού είναι πρώτου βαθµού, οι δε περιορισµοί του όµως 

εκφράζονται µε ανισώσεις επίσης πρώτου βαθµού. Ο πρώτος που έλυσε τέτοιου 

είδους προβλήµατα και που φυσικά θεωρείται ο θεµελιωτής του γραµµικού 

προγραµµατισµού είναι ο σοβιετικός µαθηµατικός L. V. Kantorovich, µαζί επίσης µε 

τους βραβευµένους µε Νόµπελ οικονοµίας το 1975 Koopmans και Hitchcock, οι 

οποίοι θεωρούνται υπεύθυνοι για την ονοµασία « γραµµικός προγραµµατισµός». Οι 

µεγαλύτερες όµως ανακαλύψεις για αυτόν το τοµέα έγιναν στην αντίπερα όχθη του 

ατλαντικού από τον εξαιρετικό µαθηµατικό στο πανεπιστήµιο του Σικάγο τον Geοrge 

B. Dantzig, ο οποίος ανακάλυψε την µέθοδο simplex το 1947. 

Ουσιαστικά µέσω του γραµµικού προγραµµατισµού προσπαθούµε να κατανείµουµε 

πόρους περιορισµένου µεγέθους µεταξύ δραστηριοτήτων µε τη βέλτιστη δυνατή 

απόδοση.  

 

1.5 ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΥ 
 

Για να εφαρµόσουµε το γραµµικό προγραµµατισµό για να επιλύσουµε κάποιο 

πρόβληµα είναι θεµιτό να αναπτυχθεί κάποιο µαθηµατικό µοντέλο. Το µοντέλο µας 

βοηθάει να επεξεργαστούµε καλύτερα τα αποτελέσµατα ιδιαίτερα σε περιπτώσεις 

µεγάλου αριθµού δεδοµένων. Τα µαθηµατικά µοντέλα επίσης έχουν σαφώς 

µεγαλύτερη ακρίβεια από τον ανθρώπινο νου, αλλά υστερούν σε περιπτώσεις που 

είναι χρήσιµη η εµπειρία ή τα δεδοµένα δεν µπορούν να ποσοτικοποιηθούν εύκολα.  
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Σχήµα 1.1 Βασικές εξισώσεις γραµµικού προγραµµατισµού 

 

	̅ = �	
	�…	�� 
Και 

 �	
, 	�, …				�� 
To c είναι διάνυσµα γνωστών όρων ή αλλιώς παραγόντων εππιρροής 

 

� = � 

  
� �
  �� …  
�… ���… …��
 ��� … …… ���� 

 

Ως Α ορίζουµε τον πίνακα συντελεστών. 

 

�! = "�
��…��# 
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Όπου το παραπάνω διάνυσµα εκφράζει τους περιορισµούς. 

 

�̅ = ��
��…��� 
 

Ως x ορίζουµε το διάνυσµα µεταβλητών της απόφασης. 

Μπορούµε να θεωρήσουµε ότι υπάρχουν τρία βασικά βήµατα πριν ξεκινήσει η 

επεξεργασία του προβλήµατος µε τη χρήση του µοντέλου του γραµµικού 

προγραµµατισµού:  

 

• Προσδιορισµός των µεταβλητών απόφασης 

• ∆ιατύπωση της αντικειµενικής συνάρτησης 

• ∆ιατύπωση των περιορισµών 

 

Στην πρώτη φάση θα πρέπει να οριστούν οι µεταβλητές της απόφασης που 

παρουσιάζονται µέσω του διανύσµατος x και συµβολίζονται ως xj (j =1,2,...,n). Στην 

επόµενη φάση δηµιουργείται η συνάρτηση που να συνδέσει τις µεταβλητές µε το 

πρόβληµα που θέλουµε να επιλύσουµε. Ονοµάζεται αντικειµενική συνάρτηση, η 

µορφή της είναι maximize f(x) ή minimize f(x), δηλαδή συνάρτηση εύρεσης 

µέγιστου και ελάχιστου και οι τιµές καλούνται και αυτές αντικειµενικές.   

Κατόπιν ορίζονται οι περιορισµοί, που εκφράζονται µέσω ανισοτήτων ή ισοτήτων 

και αντιπροσωπεύονται από το διάνυσµα b. Ο περιορισµός µπορεί να οριστεί λοιπόν 

ως ανισότητα ή ισότητα του τύπου f(x)>b ή f(x)<b ή f(x)=b. 

Ένα γραµµικό πρόβληµα στο οποίο ζητείται να βρεθεί το ελάχιστο ονοµάζεται 

πρόβληµα ελαχιστοποίησης (minimization problem), ενώ το πρόβληµα στο όποιο 

ζητείται το µέγιστο ονοµάζεται πρόβληµα µεγιστοποίησης (maximization problem). 

Από µαθηµατική άποψη δεν υπάρχει ουσιαστική διαφορά µεταξύ των δυο 

προβληµάτων. Λόγω της ταυτότητας min{f(x)}=-max{-f(x)} κάθε πρόβληµα 

ελαχιστοποίησης µπορεί να µετατραπεί σε ένα ισοδύναµο πρόβληµα µεγιστοποίησης 

και αντιστρόφως.  

Ένα παράδειγµα µεγιστοποίησης θα ήταν ένα πρόβληµα που πρέπει να βελτιωθεί ο 

παράγοντας του κέρδους, ενώ αντίστροφα ελαχιστοποίησης θα µπορούσε να είναι 

ένα πρόβληµα που πρέπει να ελαχιστοποιηθεί το κόστος(Vanderbei, 2001).  

 

Τυπική µορφή 
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Κανονική µορφή 
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Σχήµα 1.2 Μαθηµατική έκφραση των συναρτήσεων ελαχιστοποίησης και 

µεγιστοποίησης αντίστοιχα 

 

 

ΥΠΟΘΕΣΕΙΣ ΤΟΥ ΜΟΝΤΕΛΟΥ  

 

Κάθε µοντέλο που δηµιουργείται έχει κάποιες βασικές υποθέσεις. Στο µοντέλο του 

γραµµικού προγραµµατισµού υπάρχου τέσσερις τέτοιες βασικές υποθέσεις, ώστε να 

µπορεί να θεωρηθεί ότι µια κατάσταση µπορεί να αναπαρασταθεί ως µοντέλο 

γραµµικού προγραµµατισµού:  

 

Προσδιοριστικότητα 

Κατά αυτή την υπόθεση θεωρούµε ότι οι παράµετροι είναι γνωστές σταθερές 

ποσότητες, γεγονός που στην πραγµατικότητα δεν ισχύει. ∆εν µπορεί να υπάρχει 

πάντα άριστη πληροφόρηση για µια κατάσταση και στις περισσότερες των 

περιπτώσεων λειτουργούµε µε τις πιθανότητες εµφάνισης µιας κατάστασης, που 

ενέχουν µεγάλη αβεβαιότητα. Ωστόσο, η υπόθεση αυτή µπορεί να αντισταθµιστεί 

από τη χρήση βαθµών σηµαντικότητας ή την χρήση µεγάλων περιθωρίων 

επαλήθευσης.  

 

Αναλογικότητα  
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Οι συναρτήσεις που χρησιµοποιούνται, όπως η αντικειµενική συνάρτηση πρέπει να 

είναι γραµµικές συναρτήσεις. Αυτή η υπόθεση πολλές φορές ισχύει, αλλά σε άλλες 

περιπτώσεις όχι. Στην οικονοµία για παράδειγµα µπορεί η αύξηση παραγωγής ενός 

προϊόντος να συµβεί ταυτόχρονα µε αύξηση ή µείωση της τιµής του.  

 

Προσθετικότητα  

Κατά αυτή την υπόθεση η αντικειµενική συνάρτηση παράγεται από τις σαφώς 

προσδιορισµένες µεταβλητές της, οι οποίες δεν θα πρέπει να µην είναι ανεξάρτητες 

µεταβλητές. Στην περίπτωση εξάρτησης δεν ικανοποιείται η προσθετικότητα.  

 

∆ιαιρετότητα  

Κατά αυτή την υπόθεση µπορούν να γίνουν δεκτές και µη ακεραίες τιµές των 

µεταβλητών (Vanderbei, 2001).  

 

 

 

1.8 H ΜΕΘΟ∆ΟΣ SIMPLEX 
 

Ο αλγόριθµος simplex λειτουργεί µε γραµµικά προγράµµατα σε τυποποιηµένη 

µορφή: 

 

Maximize 34 ∙ � 

 

Subject to 6� = �, �1 ≥ 0 

 

 

Με � = (�
, … . , ��) 
οι µεταβλητές του προβλήµατος 	 = (	
, … . , 	�), 
είναι οι συντελεστές της αντικειµενικής συνάρτησης, το Α είναι ένας p × n πίνακας, 

και	� = (�
, … . , �7)	
όπου �* ≥ 0. 
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Υπάρχει µια απλή διαδικασία για να µετατρέψετε οποιοδήποτε γραµµικό πρόγραµµα 

σε ένα σε τυποποιηµένη µορφή. Από γεωµετρική άποψη, η περιοχή λύσεων που 

ορίζεται από όλες τις τιµές του x στην συνάρτηση: 6� = �, �1 ≥ 0 

Έτσι ώστε να είναι ένα (πιθανώς µη φραγµένο) κυρτό πολύτοπο. Γίνεται 

χαρακτηρισµός των ακραίων σηµείων ή κορυφών στο πολύτοπο, δηλαδή ένα 

στοιχείο � = (�
, … . , ��)	της εφικτής περιοχής είναι ένα ακραίο σηµείο αν και µόνο 

αν το υποσύνολο των διανυσµάτων στήλης που συµπεριλαµβάνεται που αντιστοιχούν 

στις µη µηδενικές καταχωρήσεις του x είναι γραµµικά ανεξάρτητες. Ένα τέτοιο 

σηµείο είναι γνωστό ως βασική εφικτή λύση (BFS). 

Μπορούµε να δείξουµε ότι για ένα γραµµικό πρόγραµµα σε τυποποιηµένη µορφή, αν 

η αντικειµενική συνάρτηση έχει µια µέγιστη τιµή στην εφικτή περιοχή τότε έχει αυτή 

την τιµή στο (τουλάχιστον) ένα από τα ακραία σηµεία. Αυτό από µόνο του µειώνει το 

πρόβληµα σε ένα πεπερασµένο υπολογισµών καθώς υπάρχει ένας πεπερασµένος 

αριθµός ακραίων σηµείων.  

Μπορούµε επίσης να δείξουµε ότι αν ένα ακραίο σηµείο δεν είναι ένα µέγιστο 

σηµείο της αντικειµενικής συνάρτησης τότε υπάρχει µια περιοχή που περιέχει το 

σηµείο έτσι ώστε η αντικειµενική συνάρτηση να αυξάνεται στα σηµεία που 

αποµακρύνονται από το σηµείο. H simplex µέθοδος εφαρµόζει αυτή την ιδέα 

προχωρώντας κατά µήκος των άκρων του πολύτοπου σε ακραία σηµεία µε 

µεγαλύτερες και µικρότερες τιµές αντικειµενικής συνάρτησης. Αυτό συνεχίζεται 

µέχρι να επιτευχθεί η µέγιστη τιµή ή να βρεθεί µια απεριόριστη άκρη, καταλήγοντας 

στο συµπέρασµα ότι το πρόβληµα δεν έχει λύση. Ο αλγόριθµος τερµατίζεται πάντα 

επειδή ο αριθµός των κορυφών στο πολύτοπο είναι πεπερασµένος.  

Η λύση ενός γραµµικού προγράµµατος επιτυγχάνεται σε δύο στάδια. Στο πρώτο 

βήµα, γνωστό ως Φάση Ι, βρίσκεται ένα ακραίο σηµείο εκκίνησης. Ανάλογα µε τη 

φύση του προγράµµατος, αυτό µπορεί να είναι ασήµαντο, αλλά γενικά µπορεί να 

λυθεί µε την εφαρµογή του αλγορίθµου simplex σε µια τροποποιηµένη έκδοση του 

αρχικού προγράµµατος. Τα πιθανά αποτελέσµατα της φάσης Ι είναι είτε ότι 

διαπιστώνεται µια βασική εφικτή λύση είτε ότι η εφικτή περιοχή είναι κενή. Στην 

τελευταία περίπτωση το γραµµικό πρόγραµµα ονοµάζεται ανέφικτο. Στο δεύτερο 

βήµα, φάση ΙΙ, ο αλγόριθµος simplex εφαρµόζεται χρησιµοποιώντας τη βασική 

εφικτή λύση που βρίσκεται στην φάση Ι ως σηµείο εκκίνησης. Τα πιθανά 

αποτελέσµατα από τη Φάση ΙΙ είναι είτε µια βέλτιστη βασική εφικτή λύση είτε µια 

άπειρη άκρη στην οποία η αντικειµενική λειτουργία είναι απεριόριστη κάτω 

(Wikipedia).  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2: ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΟΥ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΥ ΣΤΗΝ ΟΙΚΟΝΟΜΙΑ 
 

2.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 

Ο γραµµικός προγραµµατισµός είναι ένα εργαλείο που µπορεί να χρησιµοποιηθεί για 

να λύσει τόσο προβλήµατα στην καθηµερινή ζωή, όσο και σε πιο επιστηµονικά 

ζητήµατα. Ένα πεδίο εφαρµογής του γραµµικού προγραµµατισµού είναι η οικονοµία. 

Συνήθως χρησιµοποιείται για να βρεθεί η ορθολογικότερη απόφαση σε περιβάλλον 

αβεβαιότητας.  

Ήδη από την εποχή του δευτέρου παγκοσµίου πολέµου ο γραµµικός 

προγραµµατισµός χρησιµοποιούταν για λήψη αποφάσεων σε καιρό πολέµου. 

Αργότερα και µε την µεγάλη ανάπτυξη στην οικονοµία που συνέβη στον δυτικό 

κόσµο πολλές από τις τεχνικές που είχαν χρησιµοποιηθεί για στρατιωτικούς σκοπούς 

βρήκαν πεδίο εφαρµογής στην οικονοµία. Από τις αρχές της δεκαετίας του ΄60 

άρχισαν να εµφανίζονται οι πρώτες εφαρµογές στις επιχειρήσεις στην Βρετανία και 

στις ΗΠΑ. Μπορεί να χρησιµοποιηθεί για την επίλυση πολλών επιχειρησιακών 

προβληµάτων όπως:  

• Η επιλογή προϊόντων για παραγωγή 

• Η άριστη σύνθεση προϊόντων 

• Ο προγραµµατισµός της παραγωγής 

• Ο προγραµµατισµός συντήρησης µηχανών 

• Ο προγραµµατισµός εργατικού δυναµικού 

• Προβλήµατα µεταφορών 

• Συγκοινωνιακά προβλήµατα 

• Προβλήµατα δικτύων 

• Ο προγραµµατισµός των έργων 

• Η επιλογή χαρτοφυλακίου επενδύσεων 

• Η αξιολόγηση επενδύσεων 

• Ο χρηµατοοικονοµικός προγραµµατισµός  

• Ο προγραµµατισµός πωλήσεων 
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• Ο προγραµµατισµός διαφηµιστικής εκστρατείας 

• Η εισαγωγή νέων προϊόντων 

• Η κατανοµή προσωπικού σε εργασίες 

• Η επιλογή όπου εγκαταστάσεις επιχειρήσεις 

• Ο προγραµµατισµός κυκλοφορίας 

• Η επιλογή ενεργειακής πολιτικής 

• Προβλήµατα βελτίωσης περιβάλλοντος 

Ο γραµµικός προγραµµατισµός µπορεί να δώσει λύση σε προβλήµατα µε πολλούς 

παρόντες επιρροής, όπως το κόστος ενός προϊόντος, η τιµή του στην αγορά, το 

διαθέσιµο εργατικό δυναµικό, τα διαθέσιµα µηχανήµατα και ο αριθµός των 

προϊόντων που µπορούν να παραχθούν. Η κάθε µια από τις διαθέσιµες επιλογές της 

επιχείρησης θα πρέπει να συµπεριλαµβάνει ορθολογική επεξεργασία των 

παραγόντων επιρροής, και της πιθανότητας εµφάνισης τους.  Σκοπός του γραµµικού 

προγραµµατισµού είναι από όλες τις δυνατές κατανοµές των πηγών να υπολογίσουµε 

εκείνη ή εκείνες οι οποίες µεγιστοποιούν ή ελαχιστοποιούν µια αριθµητική ποσότητα 

όπως το κέρδος ή το κόστος. Στο επόµενο υποκεφάλαιο θα παρουσιαστούν κάποια 

χαρακτηριστικά παραδείγµατα επίλυσης προβληµάτων γραµµικού προγραµµατισµού 

σε επιχειρήσεις(Κούνια & Φακίνου, 1988).  

 

2.2 ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ ΧΡΗΣΗΣ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΥ 
  

Παράδειγµα πρώτο 

 

Έστω µια υποθετική επιχείρηση που παράγει τρια προϊόντα, που θα ονοµάσουµε 

Ρ1,Ρ2 και Ρ3. Για να παραχθούν τα συγκεκριµένα προϊόντα, που στο παράδειγµα 

αυθαίρετα θα υποθέσουµε ότι είναι τρόφιµα, χρειάζονται τρεις πρώτες ύλες που θα 

ονοµάσουµε Α1, Α2 και Α3 αντίστοιχα. Η τιµή των πρώτων υλών παρατίθενται στον 

Πίνακα 2.1: 

 

Πρώτες ύλες Τιµή 

Α1 2 

Α2 4 

Α3 3 

 

Πίνακας 2.1 Τιµή πρώτων υλών 

 

Οι τιµές των προϊόντων στην αγορά παρατίθενται στον παρακάτω πίνακα: 

 

Προϊόντα Τιµή 
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Ρ1 380 

Ρ2 520 

Ρ3 900 

 

Πίνακας 2.2 Τιµές των προϊόντων 

 

Για να παραχθούν τα προϊόντα χρησιµοποιούµε τις πρώτες ύλες σε ποσότητες, που 

αυθαίρετα θα πούµε ότι είναι κιλά,  που παρατίθενται στον παρακάτω πίνακα: 

 

Πρώτες ύλες→ 

 

Προϊόντα↓ 

Α1 Α2 Α3 

Ρ1 30 10 40 

Ρ2 100 0 20 

Ρ3 50 70 60 

 

Πίνακας 2.3 Ποσότητες πρώτων υλών που χρησιµοποιούνται για την παραγωγή κάθε 

προϊόντος 

 

Οι διαθέσιµες ποσότητες πρώτων υλών είναι ένα ακόµα ζήτηµα που πρέπει να 

επεξεργαστεί η επιχείρηση, και παρουσιάζεται σε µονάδες (κιλών) στον Πίνακα 2.4, 

όπως φαίνεται παρακάτω: 

  

Πρώτες ύλες ∆ιαθέσιµη ποσότητα (κιλά) 

Α1 400 

Α2 600 

Α3 1000 

 

Πίνακας 2.4 ∆ιαθέσιµες ποσότητες πρώτων υλών 
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Συνεπώς και µε βάση τα παραπάνω µπορούµε αρχικά να υπολογίσουµε το µοναδιαίο 

κόστος παραγωγής κάθε προϊόντος. Στην πορεία η επιχείρηση µπορεί να υπολογίσει 

το ποσοστό κέρδους από κάθε προϊόν, το χρόνο στον οποίο µπορεί να παράγει το 

κάθε προϊόν µε βάση το διαθέσιµο απόθεµα και να λάβει µια απόφαση για τις 

ποσότητες που θα παράγει από το κάθε προϊόν. Τα παραπάνω συµπεράσµατα 

καλούνται να εξαχθούν µε ορθολογικό τρόπο. Η ορθολογικότητα στην συγκεκριµένη 

περίπτωση χρησιµοποιείται για να υπολογίσουµε ποια είναι η επιλογή µε τα βέλτιστα 

οφέλη, ή η µικρότερη ζηµιά. Βέλτιστο όφελος ονοµάζουµε την επιλογή µε το 

µεγαλύτερο δυνατό κέρδος, και το µικρότερο δυνατό κόστος 

παραγωγής(Παπαρρίζος, 1999).  

 

Πρώτες 

ύλες→ 

Α1 Α2 Α3 Συνολική 

τιµή 

Τιµή 

πώλησης 

προς κόστος 

παραγωγής 
  

Προϊόντα↓ 

Ρ1 60 40 120 220 173% 

Ρ2 200 0 60 260 200% 

Ρ3 100 280 180 560 161% 

 

Πίνακας 2.5 Το συνολικό κόστος παραγωγής κάθε προϊόντος µε βάση τις τιµές πρώτων 

υλών που θέσαµε και το ποσοστό κέρδους κάθε προϊόντος 

 

Συνδυαστικά, από το λόγο τιµής πώλησης προς κόστος παραγωγής και από τη  

διαθεσιµότητα των πρώτων υλών η εταιρία µπορεί να εξάγει συµπέρασµα για το ποιο 

προϊόν θα παράγει και σε ποιο βαθµό. Στην περίπτωση µας η συµφερότερη λύση 

είναι η παραγωγή του προϊόντος Ρ1 έναντι του Ρ2, λόγω µικρής διαθεσιµότητας της 

πρώτης ύλης Α1.  

 

Παράδειγµα δεύτερο 

 

Το δεύτερο παράδειγµα αναφέρεται σε µία επιχείρηση που καλείται να βρει την 

ορθότερη λύση σε ένα πρόβληµα που περιέχει παράγοντες παραγωγής, το χρόνο και 

τον παράγοντα της αποθήκευσης των προϊόντων. Παρακάτω φαίνεται ο πίνακας που 
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περιέχει τη ζήτηση και το κόστος για τον παραγωγή του προϊόντος ανά µήνα για έξι 

συνεχείς µήνες: 

 

Μήνας Ζήτηση Κόστος 

1 100 10 

2 90 15 

3 130 12 

4 100 14 

5 120 10 

6 80 15 

 

Πίνακας 2.6 Το κόστος και η ζήτηση του προϊόντος ανά µήνα 

 

Υπάρχει όµως και το κόστος αποθήκευσης των προϊόντων. Το κόστος θεωρείται ίδιο 

για κάθε µήνα και ίσο µε 2. Θα πρέπει να υπολογίζεται για όλα τα προϊόντα που 

παρήχθησαν ή υπήρχαν αλλά δεν διατέθηκαν σε κάθε µήνα. Η επιχείρηση θα πρέπει 

να είναι σε θέση να ικανοποιεί τη ζήτηση, µε το µικρότερο όµως δυνατό απόθεµα. 

Με το σωστό προγραµµατισµό της παραγωγής µπορεί να επιτευχθεί η µέγιστη 

παραγωγικότητα χωρίς έλλειψη στη διάθεση των προϊόντων µε σχεδόν µηδενικό 

απόθεµα.  

Για να λύσουµε το παραπάνω πρόβληµα θα πρέπει να ορίσουµε τις µεταβλητές µας. 

Θέτουµε: 

 

Pi=η παραγωγή κάθε µήνα 

Di=Η ζήτηση κάθε µήνα 

Si=το απόθεµα στο τέλος κάθε µήνα 

 

Και i= 1,2,3,4,5,6 η τιµή που παίρνει κάθε µήνας. Η επιχείρηση καλείται να βρει το 

µικρότερο δυνατό κόστος παραγωγής αποθεµάτων. Η αντικειµενική συνάρτηση είναι 

η παρακάτω: 
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 8 = 9:;9 + 9<;= + 9=;> + 9?;? + 9:;< + 9<;@ + =(A9 + A=+ A> + A? + A< + A@) 
 

Όµως υπάρχουν περιορισµοί στις µεταβλητές που παρουσιάζονται παρακάτω:  

 ;9 − A9 = 9:: ;= + A9 − A= = C: ;> + A= − A> = 9>: ;? + A> − A? = 9:: ;< − A? − A< = 9=: 

 ;@ + A< − A@ = D: 

 

Για τη ζήτηση υπάρχουν οι παρακάτω περιορισµοί στις µεταβλητές 

 ;9 ≥ 9:: ;= + A9 ≥ C: ;> + A= ≥ 9>: ;? + A> ≥ 9:: ;< − A? ≥ 9=: ;@ + A< ≥ D: 

 

Τέλος, θα πρέπει τα Pi και Αi να είναι πάντα µεγαλύτερα του µηδενός. Με βάση την 

αντικειµενική συνάρτηση και τους περιορισµούς θα πρέπει να υπολογιστεί από την 

εταιρία ο επιθυµητός βαθµός παραγωγής, όπου να είναι ο µικρότερος δυνατός που 

καλύπτει τη ζήτηση(Τσάντας & Βασιλείου, 1997) .  
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Παράδειγµα τρίτο 

 

Η εταιρία µας θέλει να κάνει µια επένδυση σε καλλιέργεια εσπεριδοειδών. Μόνο που 

σε αυτή την περίπτωση υπάρχουν κριτήρια διαφορετικού βάρους και τέσσερις 

δυνατές µη ισότιµες επιλογές. Η µέθοδος που χρησιµοποιούµε είναι  µέσω εύρεσης 

του ιδιοδιανύσµατος, διαδικασία που δεν θα παρουσιάσουµε, αλλά θα θεωρήσουµε 

αυθαίρετες τιµές για τα βάρη κάθε κριτηρίου. Παρακάτω παρουσιάζονται τα τρία 

βασικά βήµατα. 

 

Εύρεση του στόχου: 

Η επιλογή της κατάλληλης καλλιέργειας 

Προσδιορισµός των κριτηρίων: 

1. Ευαισθησία 

2. Αρχικό κόστος (Α.Κ.) 

3. Χρόνος εκκίνησης (Χ.Ε.) 

4. Αποδοχή 

Προσδιορισµός των εναλλακτικών λύσεων: 

1. Πορτοκάλια 

2. Μανταρίνια 

3. Βερίκοκα 

4. Ροδάκινα 

Η κλίµακα για το πόσο σηµαντικό θεωρείται κάθε κριτήριο αναλύεται 

παρακάτω: 

1 = ισοδύναµο  

3 = ασθενής προτίµηση  

5 = ισχυρή προτίµηση  

7 = πολύ ισχυρή προτίµηση  

9 = απόλυτη προτίµηση 

 

Αν για παράδειγµα το δεύτερο κριτήριο εµφανίζεται σε πίνακα και είναι τριπλάσιο 

του πρώτου αυτοµάτως θεωρούµε ότι το κριτήριο αυτό θεωρείται ασθενώς 

σηµαντικότερο του πρώτου κριτηρίου. Αν το τρίτο κριτήριο είναι το µισό του πρώτου 

τότε θεωρούµε ότι υπάρχει πολύ ασθενής υπεροχή του πρώτου.  

Στο πρώτο βήµα θα παρουσιάσουµε το δέντρο απόφασης του συγκεκριµένου 

παραδείγµατος και τον πίνακα µε τις τυχαίες επιλογές σηµαντικότητας των κριτηρίων 

του παραδείγµατος.  
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Σχήµα 2.1 ∆έντρο απόφασης στο οποίο παρουσιάζονται τα κριτήρια και οι διαθέσιµες 

επιλογές καλλιέργειας 

 

Όπως µπορούµε να δούµε θεωρούµε τα κριτήρια σηµαντικότερα µε ασθενείς 

διαφορές κατά σειρά από το πρώτο στο τελευταίο. Θεωρούµε ότι τα κριτήρια 

σηµαντικότητας έχουν τιµές όπως παρουσιάζονται στον παρακάτω πίνακα: 

 

 

Ευαισθησία 0,104505 

Α.Κ. 0,209009 

Χ.Ε. 0,268468 

Αποδοχή 0,418018 

 

Πίνακας 2.7 Τα βάρη κάθε κριτηρίου 

 

Για να δούµε ποια είναι η επικρατέστερη εναλλακτική λύση κάνουµε 

πολλαπλασιασµό των παραπάνω δύο πινάκων, ξεκινώντας από τον πίνακα 1Χ4 µε 

πίνακα 4Χ4 που περιέχει συγκριτικά τα βάρη µε τη µορφή ιδιοδιανυσµάτων και 

προκύπτει ότι: 

 

Επιλογή 
καλλιέργειας

Πορτοκάλια Μανταρίνια Βερύκοκα Ροδάκινα

Ευαισθησία
Αρχικό 
κόστος

Χρόνος 
εκκίνησης

Αποδοχή
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Πορτοκάλια 0,326016 

Μανταρίνια 0,228713 

Βερίκοκα 0,152802 

Ροδάκινα 0,29247 

 

Πίνακας 2.8 Οι τελικές τιµές για την επιλογή της καλλιέργειας 

 

Όπου εµφανίζεται ως επικρατέστερη επιλογή η καλλιέργεια πορτοκαλιών. Το 

αποτέλεσµα αυτό φαίνεται ορθολογικό καθώς είναι η επικρατέστερη επιλογή στο 

κριτήριο µε το µεγαλύτερο βάρος, που είναι η αποδοχή από το αγοραστικό κοινό. Σε 

αυτή τη φάση το δέντρο λήψης απόφασης έχει την παρακάτω µορφή: 

 

 

 

Σχήµα 2.2 ∆έντρο απόφασης όµοιο του Σχήµατος 2.1 µε επιπλέον την προσθήκη των 

βαρών κάθε κριτηρίου 

 

 

 

 

 

Επιλογή 

καλλιέργειας

Πορτοκάλια Μανταρίνια Βερύκοκα Ροδάκινα

Ευαισθησία 

0,104505

Αρχικό κόστος 

0,209009

Χρόνος 

εκκίνησης 
0,268468

Αποδοχή 

0,418018
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3: ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΑ ΚΑΙ ΧΡΗΣΕΙΣ ΤΟΥ 

ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΥ 
 

3.1 ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΑ ΤΟΥ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΥ 
 

Ο γραµµικός προγραµµατισµός είναι ο κλάδος του µαθηµατικού προγραµµατισµού ο 

οποίος έχει σχεδιαστεί για την επίλυση προβληµάτων βελτιστοποίησης, όπου όλοι οι 

περιορισµοί καθώς και οι στόχοι εκφράζονται ως γραµµικές διαδικασίες. 

Αναπτύχθηκε από τον George B. Denting το 1947. Η πρώτη εφαρµογή του αφορούσε 

αποκλειστικά τις δραστηριότητες εντός του δεύτερου Παγκοσµίου Πολέµου. 

Ωστόσο, σύντοµα η σηµασία του αναγνωρίστηκε και κατέλαβε εξέχουσα θέση στη 

βιοµηχανία και το εµπόριο.  

Ο γραµµικός προγραµµατισµός χρησιµοποιείται για τη λήψη αποφάσεων σε 

συνθήκες βεβαιότητας, δηλαδή όταν είναι γνωστοί όλοι οι παράγοντες επιρροής  σε 

για ένα πρόβληµα και ποσοτικοποιούνται επίσης οι στόχοι της επιχείρησης και οι 

περιορισµοί. Από αυτή τη διαδικασία επιλέγεται µία από όλες τις πιθανές 

εναλλακτικές λύσεις που αποφέρουν τα βέλτιστα αποτελέσµατα. Ο γραµµικός 

προγραµµατισµός µπορεί επίσης να χρησιµοποιηθεί ως µηχανισµός επαλήθευσης και 

ελέγχου για την εξακρίβωση της ακρίβειας και της αξιοπιστίας των αποφάσεων που 

λαµβάνονται αποκλειστικά βάσει της εµπειρίας ενός διαχειριστή, χωρίς τη βοήθεια 

ενός µαθηµατικού µοντέλου. 

 

3.2 ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΕΙΣ ΤΟΥ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΥ 
 

Ο γραµµικός προγραµµατισµός είναι µια µέθοδος σχεδιασµού που χρησιµοποιείται 

για την κατασκευή ενός µοντέλου µιας πραγµατικής κατάστασης που έχει τα 

ακόλουθα στοιχεία: 

1. Μεταβλητές που υποδηλώνουν τις διαθέσιµες επιλογές  

2. Τις σχετικές µαθηµατικές εκφράσεις που αφορούν τις µεταβλητές  

 

Οι παράγοντες επιρροής θα πρέπει να αντικατοπτρίζουν µε σαφήνεια τα κριτήρια που 

πρέπει να χρησιµοποιούνται για τη µέτρηση των οφελών που απορρέουν από κάθε 

πορεία δράσης και να εκφράζουν µε ακριβή τρόπο τον στόχο του οργανισµού.  

Ο γραµµικός προγραµµατισµός είναι η ανάλυση των προβληµάτων στα οποία µια 

γραµµική συνάρτηση ενός αριθµού µεταβλητών πρέπει να χρησιµοποιηθεί για την 

εύρεση της βέλτιστης επιλογής (µέγιστη ή ελάχιστη) όταν οι µεταβλητές της 

υπόκεινται σε ορισµένους περιορισµούς. 

 

Από τους παραπάνω ορισµούς, είναι σαφές ότι: 
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• Ο γραµµικός προγραµµατισµός είναι µια τεχνική βελτιστοποίησης, όπου ο 

βασικός στόχος είναι είτε να µεγιστοποιήσει τα κέρδη ή να ελαχιστοποιήσει 

το κόστος. 

• Ασχολείται µε το πρόβληµα της κατανοµής των πεπερασµένων 

περιορισµένων πόρων µεταξύ των διαφόρων ανταγωνιστικών 

δραστηριοτήτων µε τον βέλτιστο τρόπο(Vanderbei, 2001).  

 

3.3 ΧΡΗΣΕΙΣ ΤΟΥ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΥ 
 

Ο γραµµικός προγραµµατισµός υπάρχει για να παράγει λύσεις που βασίζονται στην 

λειτουργία και τα χαρακτηριστικά της πραγµατικής κατάστασης. Ως εκ τούτου, το 

εύρος χρήσεων του γραµµικού προγραµµατισµού είναι πολύ µεγάλο, και βρίσκει 

εφαρµογή σε διάφορους τοµείς όπως το µάρκετινγκ, την παραγωγή, τη διαχείριση 

ανθρώπινων πόρων κ.λπ. 

Ο γραµµικός προγραµµατισµός έχει µεγάλη επιτυχία στην επίλυση των ακόλουθων 

τύπων προβληµάτων:  

• Προβλήµατα σχεδιασµού προϊόντων  

• Προβλήµατα προγραµµατισµού επενδύσεων 

• ∆ιαχείριση προβληµάτων σε σύνθετα προβλήµατα συνδυασµού υλικών 

• Μάρκετινγκ 

 

Ακόµα κι αν ο γραµµικός προγραµµατισµός έχει ποικίλες εφαρµογές, όλα τα 

προβλήµατα που µπορεί να επιλύσει έχουν  τις ακόλουθες ιδιότητες:  

• Στόχος είναι πάντα ο ίδιος (δηλαδή µεγιστοποίηση του κέρδους ή 

ελαχιστοποίηση του κόστους) 

• Παρουσία περιορισµών που προσδιορίζουν το βαθµό στον οποίο µπορεί να 

επιτευχθεί ο στόχος 

• ∆ιαθεσιµότητα εναλλακτικών λύσεων, δηλαδή διαφορετικές πορείες δράσης 

από τις οποίες µπορεί επιλεγεί µία ή περισσότερες 

• Οι στόχοι και οι περιορισµοί µπορούν να εκφράζονται µέσω µιας γραµµικής 

σχέσης 

Ανεξάρτητα από το µέγεθος ή την πολυπλοκότητα, όλα τα προβλήµατα του 

γραµµικού προγραµµατισµού έχουν την ίδια µορφή, δηλαδή λειτουργεί 

κατανέµοντας τους περιορισµένους πόρους µεταξύ των διαφόρων ανταγωνιστικών 

εναλλακτικών λύσεων. Ανεξάρτητα από τον τρόπο µε τον οποίο ορίζουµε το 

γραµµικό προγραµµατισµό, ένα πρόβληµα πρέπει να έχει συγκεκριµένα βασικά 

χαρακτηριστικά πριν χρησιµοποιηθεί αυτή η τεχνική για να βρει τις βέλτιστες τιµές. 
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Τα χαρακτηριστικά ή οι βασικές παραδοχές του γραµµικού προγραµµατισµού είναι 

οι εξής: 

 

Οι µεταβλητές απόφασης και η αλληλεξάρτησή τους 

Οι µεταβλητές απόφασης ή παράγοντες επιρροής αναφέρονται σε οποιαδήποτε 

δραστηριότητα που είναι σε ανταγωνισµό µε άλλες µεταβλητές για περιορισµένους 

πόρους. Παραδείγµατα τέτοιων µεταβλητών δραστηριότητας είναι: υπηρεσίες, έργα, 

προϊόντα κ.λπ. Αυτές οι µεταβλητές είναι πιο συχνά αλληλένδετες από ότι ορίζουµε 

µέσω µιας απλής γραµµικής σχέσης, και συχνά προκύπτει ανάγκη συνδυαστικής 

λύσης. Είναι απαραίτητο όµως να διασφαλιστεί ότι η σχέση µεταξύ αυτών των 

µεταβλητών είναι γραµµική. 

 

Αντικειµενικότητα και ποσοτικοποίηση στόχου 

Ένα πρόβληµα γραµµικού προγραµµατισµού απαιτεί έναν σαφώς καθορισµένο 

στόχο. Θα πρέπει να µπορεί να εκφραστεί ως γραµµική λειτουργία των µεταβλητών 

απόφασης. Η βελτιστοποίηση ενός στόχου είναι µία από τις σηµαντικότερες 

προϋποθέσεις του γραµµικού προγραµµατισµού. Παραδείγµατα τέτοιων στόχων 

µπορεί να είναι: ελαχιστοποίηση κόστους, πωλήσεις, κέρδη ή µεγιστοποίηση των 

εσόδων κ.λπ. 

 

Περιορισµένοι παράγοντες  

Αυτός ο περιορισµός αναφέρεται στα διαφορετικά είδη περιορισµών που προκύπτουν 

από τα στοιχεία του προβλήµατος που δεν µπορούν να ξεπεράσουν συγκεκριµένες 

τιµές, δεν µπορούν να υπολογιστούν µε ακρίβεια ή αποτελούν απρόβλεπτους 

παράγοντες. Τέτοια ζητήµατα είναι η διαθεσιµότητα µηχανών ή άλλων εξαρτηµάτων, 

ο αριθµός των διαθέσιµων εργατοωρών, η παραγωγική ικανότητα του προσωπικού, η 

ζήτηση ενός προϊόντος, ή ακόµα και η πορεία της διεθνούς οικονοµίας.  

Αυτοί οι περιοριστικοί παράγοντες πρέπει να είναι δυνατόν να εκφράζονται ως 

γραµµικές εξισώσεις.  

 

Παρουσία διαφορετικών εναλλακτικών λύσεων 

Σε ένα πρόβληµα γραµµικού προγραµµατισµού ο διαχειριστής θα πρέπει να έχει στη 

διάθεση του όσο δυνατόν περισσότερες διαθέσιµές εναλλακτικές λύσεις. ∆εν είναι 

όµως εφικτό να βρεθούν ή να υπολογιστούν όλες οι διαθέσιµες λύσεις.  Για 

παράδειγµα σε ένα πρόβληµα εύρεσης της λιγότερο κοστοβόρας παραγωγής και  

καλύτερης διάθεσης προϊόντων υπάρχουν λύσεις που είναι εύκολο να υπολογιστούν. 

Για παράδειγµα η ίδια πρώτη ύλη µπορεί να αγοραστεί από διαφορετικούς 

προµηθευτές, τα τελικά προϊόντα µπορούν να πωλούνται σε διάφορες αγορές, η 

παραγωγή µπορεί να γίνει µε τη βοήθεια µηχανών ή και όχι. Όλοι αυτοί οι 

παράγοντες είτε δεν είναι απόλυτα γνωστοί, είτε αποτελούν ξεχωριστά προβλήµατα 

από µόνοι τους.  
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Μη-Αρνητικοί Παράγοντες 

∆εδοµένου ότι οι αρνητικές τιµές σε µια φυσική ποσότητα δεν έχουν κανένα νόηµα, 

όλες οι µεταβλητές θα πρέπει να λαµβάνουν µη αρνητικές τιµές. Αν κάποια από τις 

µεταβλητές είναι απαραιτήτως αρνητική, ο περιορισµός µη αρνητικότητας µπορεί να 

αρθεί από ορισµένα µαθηµατικά εργαλεία χωρίς να η ουσία της µεταβλητής ή οι 

πληροφορίες που µας δίνονται από την τιµή. 

 

Κριτήριο γραµµικότητας 

Η σχέση µεταξύ των διαφόρων µεταβλητών απόφασης πρέπει να είναι ευθέως 

ανάλογη. Τόσο ο στόχος όσο και οι περιορισµοί, θα πρέπει να εκφράζονται σε 

γραµµικές εξισώσεις ή ανισώσεις. Για παράδειγµα οι τιµές των συντελεστών 

παραγωγής (όπως τα υλικά, η εργασία, η ικανότητα των φυτών κλπ) θα πρέπει να 

οδηγούν µε ένα αναλογικό τρόπο στο τελικό αποτέλεσµα, που πιθανώς είναι 

χρηµατικές µονάδες. Αυτές οι γραµµικές εξισώσεις και ανισώσεις µπορούν γραφικά 

να παρουσιαστούν ως ευθείες γραµµές. 

 

Συµπληρωµατικότητα 

Θεωρείται δεδοµένο ότι η συνολική τιµή κάθε µεταβλητής θα είναι ακριβώς ίση µε 

το άθροισµα των µεµονωµένων µεταβλητών. Έτσι, η λειτουργία ή οι δραστηριότητες 

πρέπει να είναι συµπληρωµατικές µεταξύ τους. Επίσης οι πιθανότητες εµφάνισης 

µιας συγκεκριµένης κατάστασης θα πρέπει να έχουν άθροισµα 1. 

 

Κριτήριο αποκλεισµού 

Όλες οι παράµετροι απόφασης και οι µεταβλητές θεωρούµε ότι λειτουργούν 

αποκλειστικά σε µια εξεταζόµενη περίπτωση. ∆ηλαδή, δεν µπορούν να συµβούν 

στον ίδιο χρόνο δυο ανταγωνιστικά γεγονότα. 

 

∆ιαιρετότητα 

Στις µεταβλητές µπορούν να αποδοθούν κλασµατικές τιµές, ακόµα και σε άρρητους. 

∆ηλαδή δεν είναι απαραίτητα πάντα σε ακέραιους αριθµούς. Η συγκεκριµένη 

κατάσταση µπορεί να δηµιουργήσει δυσκολίες στον προγραµµατισµό. Συνεπώς, οι 

συνεχείς τιµές των µεταβλητών απόφασης και των πόρων πρέπει να είναι αποδεκτές 

για την επίτευξη βέλτιστης λύσης. 

 

Βεβαιότητα 

Υποτίθεται ότι οι συνθήκες βεβαιότητας υπάρχουν.  Όλες οι σχετικές παράµετροι ή 

συντελεστές στο µοντέλο γραµµικού προγραµµατισµού είναι πλήρως γνωστοί και δεν 

αλλάζουν κατά τη διάρκεια της περιόδου. Ωστόσο, µια τέτοια υπόθεση µπορεί να µην 

είναι αληθής ανά πάσα στιγµή. 
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Παραδοχές 

Ο γραµµικός προγραµµατισµός υποθέτει την ύπαρξη ενός πεπερασµένου αριθµού 

δραστηριοτήτων και περιορισµών χωρίς τα οποία δεν είναι δυνατόν να βρεθεί η 

βέλτιστη λύση(Vanderbei, 1994) .  

 

3.4 ΠΛΕΟΝΕΚΤΗΜΑΤΑ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΥ 
 

Παρακάτω αναφέρουµε µερικά πλεονεκτήµατα της προσέγγισης γραµµικού 

προγραµµατισµού: 

 

Επιστηµονική προσέγγιση επίλυσης προβληµάτων 

Ο γραµµικός προγραµµατισµός είναι η εφαρµογή της επιστηµονικής προσέγγισης για 

την επίλυση προβληµάτων. Ως εκ τούτου καταλήγει σε µια καλύτερη και αληθή 

εικόνα των προβληµάτων, η οποία µπορεί στη συνέχεια να αναλυθεί εκτενέστερα 

από το διαχειριστή που λαµβάνει την απόφαση. ∆ηλαδή, ανεξάρτητα από τη λύση, η 

διαδικασία ανάλυσης του προβλήµατος παρουσιάζει ενδιαφέρον.  

 

Αξιολόγηση όλων των πιθανών εναλλακτικών λύσεων 

Τα περισσότερα από τα προβλήµατα που αντιµετωπίζουν οι επιχειρήσεις είναι 

εξαιρετικά περίπλοκα  και είναι δύσκολο να λυθούν µε την παραδοσιακή προσέγγιση 

στη λήψη αποφάσεων. Η τεχνική του γραµµικού προγραµµατισµού εξασφαλίζει ότι 

θα αναλυθούν όλες οι πιθανές λύσεις, πριν βρεθεί η βέλτιστη. 

 

Βοηθάει στην επαναξιολόγηση 

Ο γραµµικός προγραµµατισµός µπορεί επίσης να χρησιµοποιηθεί για αξιολόγηση 

ενός αρχικού σχεδίου σε συνθήκες µη προβλεπόµενων αλλαγών. Σε περίπτωση που 

αλλάξουν οι συνθήκες, ενώ το πρόγραµµα εκτελείται µόνο εν µέρει, οι όροι αυτοί 

µπορούν να προσδιοριστούν µε ακρίβεια µε τη βοήθεια του γραµµικού 

προγραµµατισµού, έτσι ώστε να προσαρµοστεί και το υπόλοιπο του σχεδίου για 

καλύτερα αποτελέσµατα. 

 

Ποιότητα απόφασης 

Ο γραµµικός προγραµµατισµός παρέχει πρακτικές για καλύτερη ποιότητα 

αποφάσεων, που παρουσιάζουν µε µεγάλη ακρίβεια τα όρια ενός  συστήµατος. 

∆ηλαδή, βρίσκονται οι συνθήκες και οι διάφοροι περιορισµοί υπό τους οποίους το 

σύστηµα πρέπει να λειτουργεί για να είναι µια λύση η βέλτιστη.  

 

Ταχύτητα παραγωγής λύσεων σε περιπτώσεις κρίσεων 

Σε αυτή την εφαρµογή φαίνεται η σηµαντικότητα του γραµµικού προγραµµατισµού. 

Κατά τη διάρκεια  περιόδων συµφόρησης, µπορούν να συµβούν πολλά γεγονότα στο 
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τµήµα παραγωγής που να απαιτούν άµεση λύση για αποκατάσταση της 

παραγωγικότητας. Μερικά από τα µηχανήµατα παραµένουν αδρανή για µεγάλο 

χρονικό διάστηµα, ενώ οι άλλες µηχανές δεν είναι σε θέση να παράγουν µε  µέγιστη 

απόδοση. Ο γραµµικός προγραµµατισµός µπορεί να δώσει άµεσες λύσεις για την 

επανεκκίνηση της παραγωγής ή για την εύρεση της άµεσης λύσης για ταχύτερη 

επαναλειτουργία. 

 

Πολυχρηστικότητα 

Ο γραµµικός προγραµµατισµός  είναι µια προσαρµοστική και ευέλικτη µαθηµατική 

τεχνική και ως εκ τούτου µπορεί να χρησιµοποιηθεί στην ανάλυση διάφορων 

πολυδιάστατων προβληµάτων αρκετά επιτυχώς. 

 

∆ηµιουργία βάσης πληροφοριών 

Με την αξιολόγηση των διαφόρων πιθανών εναλλακτικών λύσεων σε διάφορα είδη 

προβληµάτων, το µοντέλο του γραµµικού προγραµµατισµού παρέχει µια σηµαντική 

βάση δεδοµένων από την οποία µπορεί να προκύψει παραγωγή γνώσης(Nazareth, 

1996).  

 

3.5 ΠΕΡΙΟΡΙΣΜΟΙ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΥ 
 

Παρόλο που ο Γραµµικός προγραµµατισµός είναι εξαιρετικά επιτυχηµένος και έχει 

ευρείες εφαρµογές στις επιχειρήσεις και το εµπόριο για την επίλυση των 

προβληµάτων βελτιστοποίησης, έχει κάποια ελαττώµατα και περιορισµούς. 

 

Μερικά από τα σηµαντικά ελαττώµατα στην εφαρµογή του γραµµικού 

προγραµµατισµού έχουν είναι τα εξής: 

 

Γραµµική σχέση 

Ο γραµµικός προγραµµατισµός µπορεί να εφαρµοστεί µε επιτυχία µόνο σε εκείνες τις 

περιπτώσεις όπου ένα δεδοµένο πρόβληµα µπορεί σαφώς να παρουσιαστεί µε τη 

µορφή της γραµµικής σχέσης µεταξύ των διαφόρων µεταβλητών απόφασης. Ως εκ 

τούτου, στηρίζεται στη σιωπηρή παραδοχή ότι ο στόχος όπως και όλοι οι περιορισµοί 

ή οι περιοριστικοί παράγοντες υπόκεινται σε γραµµικές σχέσεις, γεγονός που δεν 

ισχύει σε πραγµατικές καταστάσεις. Στην πράξη τα προβλήµατα των επιχειρήσεων, 

πολλές αντικειµενικές συναρτήσεις και περιορισµοί δεν µπορούν να εκφραστούν 

γραµµικά. Τα περισσότερα επιχειρησιακά προβλήµατα µπορούν να εκφραστούν 

αρκετά εύκολα µε τη µορφή µιας τετραγωνικής εξίσωσης και όχι µε όρους γραµµικής 

εξίσωσης. Ο γραµµικός προγραµµατισµός αποτυγχάνει να λειτουργήσει και να βρει 

τη βέλτιστη λύση σε όλες αυτές τις περιπτώσεις.  
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Π.χ. Ένα πρόβληµα που µπορεί να εκφραστεί µε τη µορφή: 

 EF= + GF + H = :  

 

όπου το  E ≠ : 

 

Τότε δεν µπορεί να επιλυθεί µε τη βοήθεια των τεχνικών του γραµµικού 

προγραµµατισµού. 

 

Αντικειµενικές εξισώσεις 

Πριν ένα πρόβληµα αναλυθεί µε γραµµικό προγραµµατισµό οι τιµές ή οι συντελεστές 

της αντικειµενικής συνάρτησης καθώς και οι εξισώσεις περιορισµού πρέπει να είναι 

απόλυτα γνωστές. Επιπλέον, ο γραµµικός προγραµµατισµός υποθέτει ότι αυτές οι 

τιµές είναι σταθερές για µια χρονική περίοδο. Με άλλα λόγια, αν οι τιµές υπάρχει 

πιθανότητα να µεταβληθούν κατά τη διάρκεια της περιόδου της µελέτης, η τεχνική 

θα χάσει την αποτελεσµατικότητά της και µπορεί να αποτύχει να παράσχει τις 

βέλτιστες λύσεις για το πρόβληµα.  

Εντούτοις, στις πρακτικές καταστάσεις της πραγµατικής ζωής συχνά δεν είναι 

δυνατόν να προσδιοριστούν µε απόλυτη βεβαιότητα οι συντελεστές αντικειµενικής 

λειτουργίας και οι εξισώσεις περιορισµού. Αυτές οι µεταβλητές στην 

πραγµατικότητα µπορεί να βρίσκονται σε µια καµπύλη κατανοµής πιθανοτήτων και 

ως εκ τούτου στην καλύτερη περίπτωση, µπορεί να προβλεφθεί µόνο µια 

προσεγγιστική αναπαράστασή τους. Συχνά η αλλαγή των τιµών οφείλεται τόσο σε 

εξωτερικούς όσο και σε εσωτερικούς παράγοντες κατά την περίοδο της µελέτης. 

Λόγω αυτού, υπάρχουν περιορισµοί στην εφαρµογή των εργαλείων γραµµικού 

προγραµµατισµού. 

 

Κλασµατικές τιµές 

∆εν υπάρχει απολύτως καµία βεβαιότητα ότι η λύση σε ένα πρόβληµα µπορεί 

πάντοτε να καταλήξει  ακέραιος αριθµός και αρκετά συχνά, ο γραµµικός 

προγραµµατισµός µπορεί να δώσει κλασµατικές τιµές ως απαντήσεις, οι οποίες 

στρογγυλοποιούνται στον επόµενο ακέραιο αριθµό. Ως εκ τούτου, η λύση δεν είναι η 

βέλτιστη λύση. Για παράδειγµα, για την εξεύρεση λύσης στο πρόβληµα του πόσοι 

άνθρωποι πρέπει να χρησιµοποιηθούν για να εκτελέσουν µια εργασία, µια µη 

ακέραιη τιµή δεν έχει κανένα νόηµα.  

 

Βαθµός πολυπλοκότητας 

Πολλά πρακτικά προβλήµατα στην πραγµατική ζωή δεν µπορούν να επιλυθούν µε τη 

χρήση τεχνικών γραµµικού προγραµµατισµού, ακόµη και µε τη βοήθεια ενός 

υπολογιστή. Αυτό συµβαίνει γιατί µπορεί η περιγραφή του προβλήµατος να απαιτεί 
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εξαιρετικά πολύπλοκούς και χρονοβόρους υπολογισµούς. Οι υποθέσεις και οι 

προσεγγίσεις πρέπει να γίνουν έτσι ώστε το δεδοµένο πρόβληµα να µπορεί να 

αναλυθεί σε αρκετά µικρότερα προβλήµατα και στη συνέχεια να λυθεί χωριστά. Ως 

εκ τούτου, η αξιοπιστία του τελικού αποτελέσµατος, σε όλες αυτές τις περιπτώσεις, 

µπορεί να είναι αµφίβολη. 

 

Προσδιορισµός του στόχου 

Οι µακροπρόθεσµοι στόχοι µιας επιχείρησης δεν περιορίζονται σε ένα µόνο στόχο. 

Μια επιχείρηση, σε οποιοδήποτε σηµείο του χρόνου λειτουργίας της έχει µια 

πολλαπλότητα στόχων και ιεραρχία στόχων, οι οποίοι πρέπει να επιτευχθούν µε µια 

προτεραιότητα για τη µακροπρόθεσµη ανάπτυξή της. Μερικοί από τους κοινούς 

στόχους µπορεί να είναι η µεγιστοποίηση του κέρδους ή η ελαχιστοποίηση του 

κόστους, η αύξηση του µεριδίου αγοράς, η ποιοτική εξυπηρέτηση κτλ.  

Σε περιπτώσεις όπου η διαχείριση έχει αντικρουόµενους πολλαπλούς στόχους, το 

µοντέλο γραµµικού προγραµµατισµού δεν παρέχει τη βέλτιστη λύση. Ο λόγος είναι 

ότι, σύµφωνα µε τις τεχνικές γραµµικού προγραµµατισµού, υπάρχει µόνο ένας 

στόχος που µπορεί επιτευχθεί στην αντικειµενική συνάρτηση. Ως εκ τούτου, σε 

τέτοιες περιπτώσεις, η κατάσταση ή το συγκεκριµένο πρόβληµα πρέπει να λυθεί µε 

τη βοήθεια µιας διαφορετικής τεχνικής µαθηµατικού προγραµµατισµού που 

ονοµάζεται Goal Programming. 

 

∆υσκολία ανανέωσης 

Μόλις το πρόβληµα προσδιοριστεί σωστά και εκφραστεί η  αντικειµενική συνάρτηση 

και οι εξισώσεις περιορισµού, τα εργαλεία του γραµµικού προγραµµατισµού 

εφαρµόζονται σε αυτό και παράγουν µια λύση. Μετά είναι πολύ δύσκολο το σύστηµα 

να ενσωµατώσει τις αλλαγές που προκύπτουν λόγω οποιαδήποτε αλλαγής στις 

παραµέτρους απόφασης. Ως εκ τούτου, στερείται της επιθυµητής λειτουργικής 

ευελιξίας.  

 

3.6 ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ  ΤΕΧΝΙΚΩΝ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΥ 

ΣΤΗΝ ΟΙΚΟΝΟΜΙΑ 
 

Σε πολλές οικονοµίες, και ιδιαίτερα στις αναπτυσσόµενες, υπάρχουν διάφοροι στόχοι 

αλλά περιορισµένοι πόροι που µπορούν να διατεθούν.  Εποµένως, ο υπεύθυνος 

χάραξης πολιτικής αντιµετωπίζει το πρόβληµα της ανεπαρκούς κατανοµής των 

πόρων για την αντιµετώπιση των διαφόρων ανταγωνιστικών αντικρουόµενων 

στόχων. Οι παραδοσιακές και οι συµβατικές µέθοδοι δεν µπορούν πλέον να 

εφαρµοστούν στις µεταβαλλόµενες συνθήκες για την επίλυση αυτού του 

προβλήµατος και, ως εκ τούτου, χάνουν γρήγορα τη σηµαντικότητά τους στην 

σηµερινή οικονοµία. Ως εκ τούτου, οι πολιτικοί συνεχώς και διαρκώς αναζητούν 

αντικειµενικές τεχνικές για τη  σωστή λήψη αποφάσεων, οι οποίες µπορούν να είναι 

αποτελεσµατικές σε όλα τα επίπεδα οικονοµικού σχεδιασµού. Οι µη 

προγραµµατισµένες αποφάσεις συνίστανται στην επέκταση της παραγωγικής 
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ικανότητας, στη θέση ενός εργοστασίου, στη διαφοροποίηση της γραµµής 

προϊόντων, στην επέκταση, στην ανακαίνιση και τον εκσυγχρονισµό κλπ. Από την 

άλλη, οι προγραµµατισµένες αποφάσεις συνίστανται στον προϋπολογισµό, την 

αντικατάσταση, την προµήθεια κτλ. 

 

Σε αυτές τις σύγχρονες εποχές, οι οικονοµολόγοι σε ολόκληρο τον κόσµο έχουν 

αναπτύξει πολλές νέες µεθόδους, τεχνικές και εργαλεία. Όλα αυτά τα ευρήµατα 

αποτελούν τη βάση της έρευνας των επιχειρήσεων. Ορισµένες από αυτές τις γνωστές 

ερευνητικές τεχνικές λειτουργιών έχουν εφαρµοστεί µε επιτυχία στην οικονοµία 

όπως: επιχειρηµατικές προβλέψεις, µοντέλα αποθεµάτων, πιθανοτικά µοντέλα, 

γραµµικός προγραµµατισµός, προγραµµατισµός στόχων, προγραµµατισµός ακεραίων 

και δυναµικός προγραµµατισµός κλπ. 

 

Οι κύριες εφαρµογές των τεχνικών γραµµικού προγραµµατισµού, στο πλαίσιο της 

οικονοµίας είναι οι εξής: 

 

∆ηµιουργία οικονοµικού πλάνου 

Η προσέγγιση Γραµµικού προγραµµατισµού και οικονοµετρικά µοντέλα 

χρησιµοποιούνται σε διάφορους διαφορετικούς τοµείς, όπως: σχεδιασµός παραγωγής 

τροφίµων και αποθήκευση, µεταφορές  ακόµα και σε κλίµακα κράτους, κτλ. 

Μπορούµε να πούµε ότι ο γραµµικός προγραµµατισµός µπορεί να αποτελέσει ένα 

σηµαντικό βοηθητικό κυρίως εργαλείο για την κατασκευή οικονοµικού πλάνου.  

 

Τοµέας µεταφορών 

Τα λεοφωρεία και οι σιδηρόδροµοι, είναι ένας τοµέας που οι   παράγοντες επιρροής 

του επιτρέπουν την εφαρµογή γραµµικού προγραµµατισµού.  

 

Τοµέας Γεωργίας 

Η προσέγγιση γραµµικού προγραµµατισµού χρησιµοποιείται επίσης ευρέως στη 

γεωργία. Εκτός της παραγωγής και της αποθήκευσης των τροφίµων, έχει δοκιµαστεί 

σε περιορισµένη κλίµακα για την επιλογή καλλιεργειών. Έχει επίσης χρησιµοποιηθεί 

για να εξακριβωθεί το βέλτιστο µείγµα λιπασµάτων. 

 

Αεροπορική Βιοµηχανία 

Οι αεροπορικές εταιρείες χρησιµοποιούν επίσης το γραµµικό προγραµµατισµό για 

την επιλογή των δροµολογίων και την κατανοµή των αεροµεταφορών σε διάφορες 

επιλεγµένες διαδροµές. Ο γραµµικός προγραµµατισµός αποδείχθηκε πολύ χρήσιµο 

εργαλείο για την επίλυση τέτοιων προβληµάτων.  
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Εµπορικά Ιδρύµατα 

Τα εµπορικά ιδρύµατα, καθώς και οι ατοµικές επιχειρήσεις χρησιµοποιούν επίσης 

τεχνικές γραµµικού προγραµµατισµού για τη µεγιστοποίηση του κέρδους. Τα 

διυλιστήρια πετρελαίου χρησιµοποιούν αυτή την τεχνική για την πραγµατοποίηση 

αποτελεσµατικών και βέλτιστων αποφάσεων ανάµειξης και για τη βελτίωση των 

τελικών προϊόντων. 

 

Χηµικές βιοµηχανίες 

∆ιάφορες βιοµηχανίες επεξεργασίας όπως η βιοµηχανία χρωµάτων λαµβάνουν 

αποφάσεις σχετικά µε την επιλογή του συνδυασµού προϊόντων και αποθήκευσης 

τους µε τη µέθοδο του γραµµικού προγραµµατισµού(Jiri, 2006).  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4: ΠΡΑΚΤΙΚΗ ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΥ 
 

4.1 ΣΤΟΧΟΣ ΚΑΙ ΠΡΟΕΡΓΑΣΙΑ 
 

Όλα τα προβλήµατα γραµµικού προγραµµατισµού έχουν τέσσερα κοινά 

χαρακτηριστικά: 

 

Τα προβλήµατα γραµµικού προγραµµατισµού προσπαθούν να µεγιστοποιήσουν ή να 

ελαχιστοποιήσουν κάποια ποσότητα (συνήθως κέρδος ή κόστος). Αναφερόµαστε σε 

αυτήν την ιδιότητα ως αντικειµενική συνάρτηση ενός προβλήµατος γραµµικού 

προγραµµατισµού. Ο κύριος στόχος µιας τυποποιηµένης επιχείρησης είναι να 

µεγιστοποιήσει τα κέρδη της µακροπρόθεσµα. Στην περίπτωση ενός συστήµατος 

διανοµής φορτηγών ή αεροπορικών εταιρειών, ο στόχος µπορεί να είναι η 

ελαχιστοποίηση των εξόδων αποστολής. 

 

Η ύπαρξη περιορισµών µειώνει το βαθµό στον οποίο µπορούµε να επιτύχουµε τον 

στόχο µας. Για παράδειγµα, η απόφαση για το πόσες µονάδες κάθε προϊόντος θα 

παραχθούν στη γραµµή παραγωγής µιας επιχείρησης περιορίζεται από το διαθέσιµο 

εργατικό δυναµικό και τα µηχανήµατα. Εποµένως, θέλουµε να µεγιστοποιήσουµε ή 

να ελαχιστοποιήσουµε µια ποσότητα (η αντικειµενική συνάρτηση) που υπόκειται σε 

περιορισµένους πόρους (τους περιορισµούς). 

 

Πρέπει να υπάρχουν εναλλακτικά σχέδια δράσης για να επιλέξουµε. Για παράδειγµα, 

εάν µια εταιρεία παράγει τρία διαφορετικά προϊόντα, η διοίκηση µπορεί να 

χρησιµοποιήσει το γραµµικό προγραµµατισµό για να αποφασίσει πως να κατανείµει 

τους περιορισµένους παραγωγικούς πόρους (εργατικού δυναµικού, µηχανηµάτων 

κλπ.). Αν δεν υπήρχαν εναλλακτικές λύσεις από τις οποίες µπορούµε να επιλέγουµε, 

δεν θα χρειαζόταν αυτή η διαδικασία. 

 

Ο στόχος και οι περιορισµοί των προβληµάτων γραµµικού προγραµµατισµού πρέπει 

να εκφράζονται µε γραµµικές εξισώσεις ή ανισότητες. 

 

4.2 ΕΦΑΡΜΟΓΗ 
 

Μία από τις πιο συνηθισµένες εφαρµογές γραµµικού προγραµµατισµού είναι το 

πρόβληµα δύο ή περισσότερων εναλλακτικών παραγόντων. ∆ύο ή περισσότερα 

προϊόντα παράγονται συνήθως µε περιορισµένους πόρους. Η εταιρεία θέλει να 

καθορίσει πόσες µονάδες κάθε προϊόντος πρέπει να παράγει για να µεγιστοποιήσει το 
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συνολικό κέρδος, δεδοµένων των περιορισµένων πόρων της. Ας δούµε ένα 

παράδειγµα: 

 

4.2.1 Παράδειγµα εταιρίας ηλεκτρονικών ειδών 

 

Η εταιρεία Α Electronics παράγει δύο προϊόντα: (1) ένα Walkman, δηλαδή ένα 

φορητό CD/ DVD player και (2) την τηλεόραση Mini-TV, που είναι µια µικρή 

φορητή τηλεόραση χειρός. Η διαδικασία παραγωγής για κάθε προϊόν είναι παρόµοια, 

δεδοµένου ότι και τα δύο απαιτούν ορισµένο αριθµό ωρών εργασίας για την 

κατασκευή τους και ορισµένο αριθµό ωρών εργασίας στο τµήµα συναρµολόγησης. 

Κάθε Walkman απαιτεί 4 ώρες κατασκευαστικής εργασίας και 2 ώρες στο 

κατάστηµα συναρµολόγησης. Κάθε Mini-TV απαιτεί 3 ώρες σε κατασκευαστική 

εργασία και 1 ώρα στη συναρµολόγηση. Κατά την τρέχουσα περίοδο παραγωγής 

είναι διαθέσιµες 240 ώρες κατασκευής και 100 ώρες του τµήµατος συναρµολόγησης. 

Κάθε πώληση Walkman αποφέρει κέρδος 7 ευρώ. Κάθε Mini-TV που παράγεται 

µπορεί να πωληθεί για 5 ευρώ. 

 

Το πρόβληµα της εταιρίας είναι να καθορίσει τον καλύτερο δυνατό συνδυασµό 

Walkman και τηλεοράσεων για να φτάσει στο µέγιστο κέρδος. Αυτή η κατάσταση 

συνδυασµού προϊόντων µπορεί να διατυπωθεί ως πρόβληµα γραµµικού 

προγραµµατισµού. 

 

                        ΩΡΕΣ ΓΙΑ ΤΗΝ ΠΑΡΑΓΩΓΗ ΜΙΑΣ ΜΟΝΑ∆ΑΣ 

 WALKMANS (X1)  MINI-TVS (X2) ∆ΙΑΘΕΣΙΜΕΣ ΩΡΕΣ 

Ώρες κατασκευής 4 3 240 

Ώρες 

συναρµολόγησης 
2 1 100 

Κέρδος ανά 

µονάδα (ευρώ) 
7 5  

 

Πίνακας 4.1 Συνολικά οι παράγοντες του προβλήµατος παρουσιασµένοι σε µήτρα 

αποτελεσµάτων 

 

Αρχίζουµε µε την περίληψη των πληροφοριών που απαιτούνται για τη διατύπωση και 

επίλυση αυτού του προβλήµατος (βλ. Πίνακα 4.1). Παρακάτω θα εισαγάγουµε 
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κάποιες απλές σηµειώσεις που θα χρησιµοποιήσουµε στην αντικειµενική συνάρτηση 

και τους περιορισµούς.  

 

 

Ονοµάζουµε: 

 

Χ1 = αριθµός Walkmans που πρόκειται να παραχθούν  

X2 = αριθµός τηλεοράσεων που πρόκειται να παραχθούν 

 

Τώρα µπορούµε να δηµιουργήσουµε την αντικειµενική συνάρτηση µέγιστου κέρδους 

για την εταιρία ηλεκτρονικών Α ως συνάρτηση των Χ1 και Χ2: 

 

Μέγιστο κέρδος (ευρώ)= 7*X1 + 5*X2 

 

Το επόµενο βήµα µας είναι να αναπτύξουµε µαθηµατικές σχέσεις για να 

περιγράψουµε τους δύο περιορισµούς σε αυτό το πρόβληµα. Μια γενική σχέση σε 

ένα πρόβληµα περιορισµένων πόρων περιγράφει ότι το ποσό ενός πόρου που 

χρησιµοποιείται πρέπει να είναι µικρότερο ή ίσο µε (≤) το ποσό του διαθέσιµου 

πόρου. 

 

Πρώτος περιορισµός:  

 

Ο χρόνος κατασκευής που χρησιµοποιείται < διαθέσιµος χρόνος 

κατασκευής 

 

4*Χ1 + 3*Χ2 <240 (ώρες κατασκευής) 

 

∆εύτερος περιορισµός:  

 

Ο χρόνος συναρµολόγησης που χρησιµοποιείται < διαθέσιµος χρόνος 

συναρµολόγησης  
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2*Χ1 + 1*X2 <100 (ώρες συναρµολόγησης) 

 

Και οι δύο αυτοί περιορισµοί αντιπροσωπεύουν περιορισµούς παραγωγικής 

ικανότητας και φυσικά, επηρεάζουν το συνολικό κέρδος. Για παράδειγµα, η Α 

Electronics δεν µπορεί να παράγει 70 Walkmans κατά τη διάρκεια της περιόδου 

παραγωγής, επειδή εάν X1 = 70, και οι δύο περιορισµοί θα παραβιαστούν. ∆εν 

µπορεί επίσης να κάνει X1 = 50 Walkmans και X2 = 10 τηλεοράσεις 

παρακολούθησης. Αυτός ο περιορισµός αναδεικνύει µια άλλη σηµαντική πτυχή του 

γραµµικού προγραµµατισµού. ∆ηλαδή, ότι υπάρχουν αλληλεπιδράσεις µεταξύ των 

µεταβλητών. Οι περισσότερες µονάδες ενός προϊόντος που παράγει µια επιχείρηση, 

πρέπει να είναι τόσες ώστε να µπορούν να παραχθούν και τα άλλα προϊόντα. 

 

4.2.2 Γραφική επίλυση του προβλήµατος 

 

Ο ευκολότερος τρόπος για την επίλυση ενός µικρού προβλήµατος γραµµικού 

προγραµµατισµού όπως αυτό της εταιρείας Α Electronics είναι η προσέγγιση της 

γραφικής λύσης. Η γραφική επίλυση µπορεί να χρησιµοποιηθεί µόνο όταν υπάρχουν 

δύο µεταβλητές απόφασης (όπως ο αριθµός Walkmans για παραγωγή και ο αριθµός 

τηλεοράσεων). Όταν υπάρχουν περισσότερες από δύο µεταβλητές, δεν είναι δυνατόν 

να σχεδιάσουµε τη λύση σε ένα γράφηµα δύο διαστάσεων. Τότε πρέπει να 

στραφούµε σε πιο σύνθετες προσεγγίσεις. 

 

Γραφική παρουσίαση των περιορισµών 

 

Για να βρούµε τη βέλτιστη λύση σε ένα πρόβληµα γραµµικού προγραµµατισµού, 

πρέπει πρώτα να προσδιορίσουµε µια περιοχή εφικτών λύσεων. Το πρώτο βήµα είναι 

να σχεδιάσουµε τους περιορισµούς του προβλήµατος σε γραφήµατα. Όλα τα 

παρακάτω γραφήµατα του κεφαλαίου έγιναν µε τη βοήθεια του δωρεάν λογισµικού 

Graph 4.4. 

Η µεταβλητή X1 (Walkmans, στο παράδειγµά µας) συνήθως απεικονίζεται ως ο 

οριζόντιος άξονας του γραφήµατος και η µεταβλητή Χ2 (Mini-TVs) απεικονίζεται ως 

ο κάθετος άξονας. Το πλήρες πρόβληµα µπορεί να επαναδιατυπωθεί ως εξής: 

 

Μέγιστο κέρδος =7*X1 + 5*X2 

 

Περιορισµοί 

 

4*Χ1 + 3*Χ2 <240 (περιορισµός κατασκευής) 
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2*X1 + 1*X2 <100 (περιορισµός συναρµολόγησης) 

 

X1> 0 (ο αριθµός των Walkmans που παράγονται είναι µεγαλύτερος ή 

ίσος από το 0)  

 

X2> 0 (ο αριθµός των παραγόµενων τηλεοράσεων είναι µεγαλύτερος ή 

ίσος από το 0) 

Το πρώτο βήµα στη γραφική απεικόνιση των περιορισµών του προβλήµατος είναι η 

µετατροπή των ανισοτήτων περιορισµού σε εξισώσεις. 

 

Περιορισµός Α: 4*Χ1 + 3*Χ2 = 240 

 

Περιορισµός B: 2*X1 + 1*X2 = 100 

 

Η εξίσωση για τον περιορισµό Α απεικονίζεται γραφικά στο Σχήµα 4.1 και για τον 

περιορισµό Β στο Σχήµα 4.2. 

 

 

Σχήµα 4.1 Περιορισµός Α 
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Σχήµα 4.2 Περιορισµός Β 

 

 

 

Σχήµα 4.3 Η κοινή περιοχή µεταξύ των περιορισµών 

 

Για να σχεδιάσουµε τη γραµµή στο Σχήµα 4.1, το µόνο που πρέπει να κάνουµε είναι 

να βρούµε τα σηµεία στα οποία η γραµµή 4X1 + 3X2 = 240 τέµνει τους άξονες Χ1 
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και Χ2. Όταν X1 = 0 (η θέση όπου η γραµµή αγγίζει τον άξονα Χ2), αυτό σηµαίνει 

ότι 3*Χ2 = 240 και ότι Χ2 = 80. Οµοίως, όταν Χ2 = 0, βλέπουµε ότι 4*Χ1 = 240 και 

ότι Χ1 = 60. Έτσι, ο περιορισµός A ορίζεται από τη γραµµή που τρέχει από (X1 = 0, 

X2 = 80) έως (X1 = 60, X2 = 0). Η περιοχή µεταξύ των αξόνων και της ευθείας 

αντιπροσωπεύει όλα τα σηµεία που ικανοποιούν την αρχική ανισότητα. 

 

Ο περιορισµός Β απεικονίζεται παροµοίως στο Σχήµα 4.2. Όταν Χ1 = 0, τότε Χ2 = 

100. Όταν το X2 = 0 τότε X1 = 50. Η περιοχή µεταξύ των αξόνων και της ευθείας 

αντιπροσωπεύει την αρχική ανισότητα. 

 

Το Σχήµα 4.3 δείχνει και τους δύο περιορισµούς. Η περιοχή µεταξύ των αξόνων και 

εντός και των δύο ευθειών µε ακραίο σηµείο το σηµείο τοµής είναι το µέρος που 

ικανοποιεί και τους δύο περιορισµούς. Η περιοχή αυτή στο Σχήµα 4.3 ονοµάζεται 

περιοχή εφικτών λύσεων ή απλά η εφικτή περιοχή. Η περιοχή αυτή πρέπει να 

ικανοποιεί όλους τους όρους που καθορίζονται από τους περιορισµούς του 

προγράµµατος και εποµένως είναι η περιοχή στην οποία επικαλύπτονται όλοι οι 

περιορισµοί. Οποιοδήποτε σηµείο στην περιοχή θα ήταν µια εφικτή λύση στο 

πρόβληµα της εταιρίας Α Electronics. Οποιοδήποτε σηµείο εκτός της συγκεκριµένης 

περιοχής θα αποτελούσε ανέφικτη λύση. Ως εκ τούτου, θα ήταν εφικτή η κατασκευή 

30 Walkmans και 20 τηλεοράσεων (X1 = 30, X2 = 20), άλλά αδύνατη η παραγωγή 

70 Walkmans και 40 τηλεοράσεων. Αυτό µπορεί να φανεί σχεδιάζοντας αυτά τα 

σηµεία στο γράφηµα του Σχήµατος 4.3. 

 

4.2.3 Μέθοδος λύσης Iso-Profit Line 

 

Τώρα που έχει καταγραφεί η εφικτή περιοχή, µπορούµε να προχωρήσουµε στην 

εξεύρεση της βέλτιστης λύσης στο πρόβληµα. Η βέλτιστη λύση είναι το σηµείο που 

βρίσκεται στην εφικτή περιοχή που παράγει το υψηλότερο κέρδος. 

Μόλις δηµιουργηθεί η εφικτή περιοχή, µπορούν να ληφθούν διάφορες λύσεις για την 

επίλυση της βέλτιστης λύσης. Ο πιο γρήγορος τρόπος που µπορεί να εφαρµοστεί 

ονοµάζεται µέθοδος γραµµής ισοζυγίου κέρδους ή iso-profit line.  

 

Ξεκινάµε θεωρώντας τα κέρδη ίσα µε κάποιο αυθαίρετο αλλά µικρό ποσό. Για το 

πρόβληµα αυτο, µπορούµε να επιλέξουµε ένα κέρδος 210 ευρώ. Αυτό είναι ένα 

επίπεδο κέρδους που µπορεί εύκολα να επιτευχθεί χωρίς να παραβιαστεί κανένας από 

τους δύο περιορισµούς. Η αντικειµενική συνάρτηση µπορεί να γραφτεί ως:  

 

210 = 7*X1 + 5*X2 
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Αυτή η συνάρτηση είναι µια εξίσωση ευθείας. Την ονοµάζουµε γραµµή ισοζυγίου 

κέρδους. Αντιπροσωπεύει όλους τους συνδυασµούς (των X1, X2) που θα αποδώσουν 

συνολικό κέρδος 210. Για να σχεδιάσουµε τη γραµµή κέρδους, προχωρούµε ακριβώς 

όπως κάναµε για να σχεδιάσουµε µια γραµµή περιορισµού.  

Θεωρούµε ότι Χ1=0 και προκύπτει: 

 

210 = 7 *0 +5*X2  

X2 = 42 τηλεοράσεις  

 

Στη συνέχεια θεωρούµε το X2 = 0 και λύνουµε ως προς X1: 

 

210 =7*Χ1 + 5*0 

X1 = 30 Walkmans 

 

 

 

 

Σχήµα 4.4 Η γραµµή κέρδους που επιλέξαµε για την αυθαίρετη τιµή 210 
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Μπορούµε τώρα να συνδέσουµε αυτά τα δύο σηµεία µε µια ευθεία γραµµή. Αυτή η 

γραµµή κέρδους απεικονίζεται στο Σχήµα 4.4. Όλα τα σηµεία στη γραµµή 

αντιπροσωπεύουν εφικτές λύσεις που αποφέρουν κέρδη 210 ευρώ. 

Βλέπουµε, ωστόσο, ότι η γραµµή ισοζυγίου κέρδους για 210 δεν παράγει το 

υψηλότερο δυνατό κέρδος στην επιχείρηση. Στο Σχήµα 4.5, προσπαθούµε να 

δηµιουργήσουµε δύο ακόµη γραµµές, µε την καθεµιά να δίνει µεγαλύτερο κέρδος.  

 

 

 

Σχήµα 4.5 Τυχαίες ευθείες που αντιστοιχούν σε κέρδος καθώς πλησιάζουµε τη µέγιστη 

τιµή 

 

Όσο µακρύτερα κινούµαστε από την αρχή των αξόνων, τόσο µεγαλύτερο θα είναι το 

κέρδος µας. Ένα άλλο σηµαντικό σηµείο που πρέπει να σηµειωθεί είναι ότι αυτές οι 

γραµµές ισοζυγίου κέρδους είναι παράλληλες. Τώρα έχουµε δύο ενδείξεις για το πως 

θα βρούµε τη βέλτιστη λύση στο αρχικό πρόβληµα. Μπορούµε να σχεδιάσουµε µια 

σειρά παράλληλων γραµµών κέρδους (µετακινώντας προσεκτικά την ευθεία µας σε 

ένα επίπεδο παράλληλο µε την πρώτη γραµµή κέρδους). Η υψηλότερη γραµµή 

κέρδους που εξακολουθεί να αγγίζει κάποιο σηµείο της εφικτής περιοχής θα 

εντοπίσει τη βέλτιστη λύση.  
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Η υψηλότερη δυνατή γραµµή ισοζυγίου κέρδους παρουσιάζεται στο Σχήµα 4.6. 

Αγγίζει την άκρη της εφικτής περιοχής στο σηµείο γωνίας (X1 = 30, X2 = 40) και 

αποφέρει κέρδος 410. 

 

 

Σχήµα 4.6 Μέγιστη τιµή κέρδους 410 ευρώ που αντιπροσωπεύεται από την ενδιάµεση 

ευθεία µεταξύ των ευθειών περιορισµών Α και Β 
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ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 
 

Ο γραµµικός προγραµµατισµός είναι µια τεχνική που ασχολείται µε το πρόβληµα της 

κατανοµής περιορισµένων πόρων σε ανταγωνιζόµενες δραστηριότητες καθώς και µε 

αλλά προβλήµατα που έχουν παραπλήσια µαθηµατική διαµόρφωση. Είναι ένα 

εργαλείο µεγάλης σηµασίας για εµπορικούς και βιοµηχανικούς οργανισµούς. Ακόµα 

επειδή σχεδόν κάθε κοινωνικός οργανισµός αντιµετωπίζει προβλήµατα 

περιορισµένων πόρων υπάρχει µια διαρκώς αυξανόµενη αναγνώριση της πλατιάς 

εφαρµογής της τεχνικής αυτής σε µια σωρεία προβληµάτων της καθηµερινότητας. 

 

Είναι αλήθεια ότι η µέθοδος simplex έχει περάσει πια στο περιθώριο καθώς νέες 

µέθοδοι και καινούρια λογισµικά προγράµµατα εµφανίζονται ωστόσο είναι πάντα µια 

µέθοδος εύκολη άµεση και πάντα αποτελεσµατική για σχετικά εύκολα και µε λίγες 

µεταβλητές προβλήµατα. 

Ωστόσο, αποτελεί µια βασική µέθοδο ανάλυσης και επίλυσης προβληµάτων, που για 

οποιαδήποτε επιχείρηση θέλει να δηµιουργήσει εξαρχής τις βάσεις για ανάπτυξη ενός 

συστήµατος διαχείρισης και λήψης αποφάσεων θεωρούµε ότι είναι απαραίτητη. 

 

Στο πρακτικό µέρος της εργασίας δεν αντιµετωπίσαµε κανένα πρόβληµα, και στο 

θεωρητικό υπήρχε άφθονη διαθέσιµη βιβλιογραφία.  Ίσως η χρησιµότερη µέθοδος 

από αυτές που αναλύθηκαν ήταν η γραφική επίλυση των προβληµάτων γραµµικού 

προγραµµατισµού.  
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