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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

 

 

O σκοπός αυτής της πτυχιακής είναι µελέτη του Μετασχηµατισµού   Laplace στην εφαρµογή 

προβληµάτων µηχανικών. Μέσω του τελεστή  Laplace  προσπαθούµε να µετασχηµατίσουµε  µία 

συνάρτηση πραγµατικής µεταβλητής, συνήθως ως προς το χρόνο, σε µία συνάρτηση της µιγαδικής 

µεταβλητής, ώστε να µπορέσουµε σε φυσικά µη προβλεπόµενα  συστήµατα να εξετάσουµε την 

απόκριση και  να τα εφαρµόσουµε ευρέως στην πράξη. Με την µετατόπιση  στο πεδίο του χρόνου,  

στο πεδίο της µιγαδικής µεταβλητής και  στην αλλαγή της χρονικής κλίµακας αναλύουµε ένα 

σύστηµα, το συνθέτουµε και δηµιουργούµε ένα σχέδιο ώστε να γνωρίζουµε πιο καλά ένα σύστηµα 

και να το βελτιώνουµε. Ετσι µπορούµε και µελετάµε µεταβατικά φαινόµενα σε ηλεκτρικά 

κυκλώµατα 2ης τάξης,  τη  συνέλιξη συναρτήσεων, τη συνάρτηση µεταφοράς, τον συντονισµό στο 

κύκλωµα RLC σειράς, τον  συντονισµό στο παράλληλο κύκλωµα RLC, την απόκριση συχνότητας, 

τα διαγράµµατα Bode, τις σειρές Fourier, τον µετασχηµατισµό Fourier και τα τετράπολα. O 

µετασχηµατισµός Laplace είναι εποµένως ένα ιδανικό εργαλείο για την επίλυση προβληµάτων 

αρχικών τιµών όπως εκείνα που εµφανίζονται στην έρευνα για τα ηλεκτρικά κυκλώµατα και τις 

µηχανικές δονήσεις. Οι µέθοδοι µετασχηµατισµού Laplace παίζουν έναν βασικό ρόλο στην 

σύγχρονη προσέγγιση στην ανάλυση και το σχέδιο των συστηµάτων εφαρµοσµένης µηχανικής. 

 

   Στην παρούσα Πτυχιακή εργασία δείχνουµε µε παραδείγµατα  πως λαµβάνουµε τον 

µετασχηµατισµό Laplace µερικών απλών συναρτήσεων, πως υπολογίζονται ο αντίστροφος 

µετασχηµατισµός, πως υπολογίζονται ο µετασχηµατισµός των ολοκληρωµάτων πως  

χρησιµοποιούµε τις µεθόδους του µετασχηµατισµού Laplace για να λύσουµε τις συνήθεις 

γραµµικές διαφορικές εξισώσεις µε σταθερούς συντελεστές, ποια η εφαρµογή στα Ηλεκτρικά 

κυκλώµατα , ποια η εφαρµογή στις Μηχανικές δονήσεις, ποια η εφαρµογή στις συναρτήσεις 

βήµατος και ώθησης, ποια η εφαρµογή ∆ιαφορικές εξισώσεις, ποια η εφαρµογή στις Περιοδικές 

συναρτήσεις. 

 

    Έτσι το πρόβληµα που αντιµετωπίζει ο µηχανικός στον καθορισµό της εξόδου του 

συστήµατος x (t ), όταν υποβάλλεται  σε µια είσοδο u (t) εφαρµοσµένη σε κάποια στιγµή του 

χρόνου, βρίσκει µε τον µετασχηµατισµό Laplace  τη σχέση µεταξύ της εξόδου και της εισόδου και  

τους νόµους που διέπουν την συµπεριφορά του συστήµατος. Εάν το σύστηµα είναι γραµµικό και 

αµετάβλητο στο χρόνο τότε η έξοδος συσχετίζεται µε την είσοδο µε µια γραµµική διαφορική 

εξίσωση µε σταθερούς συντελεστές, και έχουµε ένα τυπικό πρόβληµα αρχικών τιµών, το οποίο 

υπόκειται στη λύση µε χρήση του µετασχηµατισµού Laplace. Ο µετασχηµατισµός Laplace οδηγεί 

σε µια ενοποιηµένη προσέγγιση και παρέχει στον µηχανικό µεγαλύτερη διορατικότητα στη 

συµπεριφορά του συστήµατος.  
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Οι µέθοδοι του µετασχηµατισµού Laplace παίζουν έναν βασικό ρόλο στην σύγχρονη προσέγγιση 

στην ανάλυση και το σχέδιο των συστηµάτων εφαρµοσµένης µηχανικής. Το ερέθισµα για την 

ανάπτυξη αυτών των µεθόδων ήταν η πρωτοποριακή εργασία του Άγγλου ηλεκτρολόγου 

µηχανικού Oliver Heaviside (1850- 1925) στην ανάπτυξη µιας µεθόδου για τη συστηµατική λύση 

των συνήθων διαφορικών εξισώσεων µε σταθερούς συντελεστές. 

Ο Heaviside ενδιαφέρθηκε για την επίλυση των πρακτικών προβληµάτων, και η µέθοδός του 

βασίστηκε κυρίως στη διαίσθηση, παρουσιάζοντας έλλειψη µαθηµατικής αυστηρότητας: µε 

αποτέλεσµα να αποδοκιµαστεί από τους θεωρητικούς εκείνης της εποχής. Εντούτοις, ο Heaviside 

ο ίδιος δεν ενδιαφέρονταν για τις αυστηρές αποδείξεις, και ήταν ικανοποιηµένος που η δική του 

µέθοδος έδινε σωστά αποτελέσµατα. Χρησιµοποιώντας τις ιδέες του, ήταν σε θέση να λύσει 

σηµαντικά  πρακτικά προβλήµατα που δεν θα µπορούσαν να αντιµετωπιστούν µε χρήση των 

κλασσικών µεθόδων. Αυτό οδήγησε σε πολλά νέα αποτελέσµατα στους τοµείς όπως η διάδοση 

των ρευµάτων και των τάσεων κατά µήκος των γραµµών µετάδοσης.  

Επειδή λειτούργησε στην πράξη, η µέθοδος του Heaviside έγινε αποδεκτή ευρέως από τους 

µηχανικούς. Καθώς η δύναµή της για την επίλυση των προβληµάτων γίνονταν όλο και 

περισσότερο εµφανής, η µέθοδος προσέλκυσε την προσοχή των µαθηµατικών, οι οποίοι 

επιχείρησαν να την αιτιολογήσουν. Αυτό παρείχε το ερέθισµα για γρήγορες εξελίξεις σε πολλούς 

κλάδους των µαθηµατικών συµπεριλαµβανοµένων των γενικευµένων ολοκληρωµάτων, των 

ασύµπτωτων σειρών και της θεωρίας των µετασχηµατισµών. Η έρευνα για το πρόβληµα 

συνεχίστηκε για πολλά έτη προτού να αναγνωριστεί τελικά ως ένας ολοκληρωτικός 

µετασχηµατισµός που αναπτύχθηκε από τον Γάλλο µαθηµατικό Pierre Simon de Laplace (1749-

1827) έναν σχεδόν αιώνα πριν αποτέλεσε τη θεωρητική βάση για την εργασία του Heaviside. 

Επίσης αναγνωρίστηκε ότι η χρήση αυτής της ολοκληρωτικής µετασχηµατισµένης παρείχε µια 

συστηµατικότερη εναλλακτική λύση για την έρευνα των διαφορικών εξισώσεων από τη µέθοδο 

που προτείνεται από τον Heaviside. Είναι αυτή η εναλλακτική προσέγγιση που αποτελεί την 

βάση της µεθόδου του µετασχηµατισµού Laplace.  

Ο µετασχηµατισµός Laplace είναι ένα παράδειγµα µιας κατηγορίας αποκαλούµενης 

ολοκληρωτικών µετασχηµατισµών, και  παίρνει µια συνάρτηση f  (t) µιας µεταβλητής t  (που 

θα αναφέρουµε ως χρόνο) σε µια συνάρτηση F (s) µιας άλλης µεταβλητής s  (σύνθετη 

συχνότητα).  

Η έλξη του µετασχηµατισµού Laplace είναι ότι µετασχηµατίζει τις διαφορικές εξισώσεις στην 

περιοχή t (χρόνος) σε αλγεβρικές εξισώσεις στην περιοχή s  (συχνότητα). Η επίλυση των 

διαφορικών εξισώσεων στην περιοχή t εποµένως περιορίζεται στην επίλυση των αλγεβρικών 

εξισώσεων στην περιοχή s. Έχοντας κάνει το τελευταίο για τους επιθυµητούς αγνώστους, οι 

τιµές τους ως  συναρτήσεις του χρόνου µπορούν να βρεθούν µε τη λήψη των αντίστροφων 

µετασχηµατισµών. Ένα άλλο πλεονέκτηµα της χρήσης του µετασχηµατισµού Laplace για την 

επίλυση των διαφορικών εξισώσεων είναι ότι οι αρχικές συνθήκες διαδραµατίζουν έναν 

ουσιαστικό ρόλο στη διαδικασία του µετασχηµατισµού, έτσι αυτές ενσωµατώνονται αυτόµατα 

σχηµατική αναπαράσταση ενός συστήµατος 

 
 

στη λύση. Ο µετασχηµατισµός Laplace είναι εποµένως ένα ιδανικό εργαλείο για την επίλυση 

προβληµάτων αρχικών τιµών όπως εκείνα που εµφανίζονται στην έρευνα για τα ηλεκτρικά 
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κυκλώµατα και τις µηχανικές δονήσεις.  

Ο µετασχηµατισµός Laplace βρίσκει ιδιαίτερη εφαρµογή στον τοµέα της ανάλυσης των σηµάτων 

και των γραµµικών συστηµάτων. Ένα ιδιαίτερο χαρακτηριστικό γνώρισµα ενός συστήµατος 

είναι ότι όταν υποβάλλεται σε µια διέγερση (είσοδος), αυτό παράγει µια απόκριση (έξοδος). 

Όταν η είσοδος u (t) και η έξοδος  x (t) είναι συναρτήσεις µιας µονής µεταβλητής t, που 

αναπαριστά το χρόνο, είναι ορθό να αναφερθούµε σε αυτές ως σήµατα. Σχηµατικά, ένα σύστηµα 

µπορεί να αναπαρίσταται όπως στο ανωτέρω σχήµα. Το πρόβληµα που αντιµετωπίζει ο 

µηχανικός είναι αυτό του καθορισµού της εξόδου του συστήµατος x (t) όταν υποβάλλεται  σε µια 

είσοδο u (t) εφαρµοσµένη σε κάποια στιγµή του χρόνου, την οποία µπορούµε να λάβουµε ως      

t=0. Η σχέση µεταξύ της εξόδου και της εισόδου καθορίζεται από τους νόµους που διέπουν την 

συµπεριφορά του συστήµατος. Εάν το σύστηµα είναι γραµµικό και αµετάβλητο στο χρόνο τότε η 

έξοδος συσχετίζεται µε την είσοδο µε µια γραµµική διαφορική εξίσωση µε σταθερούς 

συντελεστές, και έχουµε ένα τυπικό πρόβληµα αρχικών τιµών, το οποίο υπόκειται στη λύση µε 

χρήση του µετασχηµατισµού Laplace. 

Ενώ πολλά από τα προβλήµατα που εξετάζονται σε αυτό το κεφάλαιο µπορούν να λυθούν µε την 

κλασσική προσέγγιση, ο µετασχηµατισµός Laplace οδηγεί σε µια ενοποιηµένη προσέγγιση και 

παρέχει στον µηχανικό µεγαλύτερη διορατικότητα στη συµπεριφορά του συστήµατος. Στην 

πράξη, το σήµα εισόδου u (t) µπορεί να είναι µια ασυνεχής ή περιοδική συνάρτηση, ή ακόµα και 

ένας παλµός, και σε τέτοιες περιπτώσεις η χρήση του µετασχηµατισµού Laplace έχει ευδιάκριτα 

πλεονεκτήµατα έναντι της κλασσικής προσέγγισης. Επίσης, τις περισσότερες φορές, ένας 

µηχανικός δεν ενδιαφέρεται µόνο για την ανάλυση του συστήµατος αλλά και για την  σύνθεση ή 

το σχέδιο του συστήµατος. Συνεπώς, ο στόχος ενός µηχανικού κατά την µελέτη της απόκρισης 

ενός συστήµατος σε συγκεκριµένες εισόδους είναι συχνά να µάθει περισσότερα για το σύστηµα 

µε σκοπό να το βελτιώσει ή να το ελέγξει έτσι ώστε να ικανοποιεί ορισµένες προδιαγραφές. 

Είναι σε αυτή την περιοχή που η χρήση του µετασχηµατισµού Laplace είναι ελκυστική, αφού 

εξετάζοντας την απόκριση του συστήµατος σε συγκεκριµένες εισόδους, όπως ένα ηµιτονοειδές, 

αυτή παρέχει στο µηχανικό ισχυρές γραφικές µεθόδους για το σχεδιασµό του συστήµατος που 

είναι σχετικά εύκολο να εφαρµοστούν και να χρησιµοποιηθούν ευρέως στην πράξη.  

Κατά την διαµόρφωση του συστήµατος µε µια διαφορική εξίσωση, έχει υποτεθεί ότι και τα 

σήµατα εισόδου και εξόδου µπορούν να ποικίλουν σε οποιαδήποτε στιγµή του χρόνου δηλαδή 

είναι συναρτήσεις µιας συνεχής χρονικής µεταβλητής (σηµειώστε ότι αυτό δεν σηµαίνει ότι τα 

σήµατα τα ίδια πρέπει να είναι συνεχείς συναρτήσεις του χρόνου). Τέτοια συστήµατα καλούνται 

συστήµατα συνεχούς χρόνου, και o µετασχηµατισµός Laplace είναι καταλληλότερη για την 

έρευνα αυτών.  

Με την εισαγωγή του ελέγχου µέσω των υπολογιστών στο σχεδιασµό των συστηµάτων, τα 

σήµατα που συνδέονται µε ένα σύστηµα µπορούν να αλλάξουν µόνο σε συγκεκριµένες χρονικές 

στιγµές. Σε τέτοιες περιπτώσεις το σύστηµα λέγεται ότι είναι ένα χρονοδιακριτό σύστηµα, και 

διαµορφώνεται από µια  εξίσωση διαφορών αντί για µια διαφορική εξίσωση.  
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Κεφάλαιο 1 
1.1  Ο µετασχηµατισµός Laplace 

Καθορίζουµε τον µετασχηµατισµό Laplace µιας συνάρτησης f(t) από την έκφραση  

 

( ){ } ( ) ( )
0

st
L f t F s e f t dt

∞ −= = ∫             (1.1) 

 

όπου το s είναι µια σύνθετη µεταβλητή και το e
-st

 καλείται πυρήνας του µετασχηµατισµού 

Laplace  

Είναι συνηθισµένο να αναπαρίσταται ο µετασχηµατισµός Laplace µιας συνάρτησης µε το 

αντίστοιχο κεφαλαίο γράµµα, έτσι ώστε γράφουµε 

 

( ){ } ( ) ( )
0

st
L f t F s e f t dt

∞ −= = ∫                                                                             (1.2) 

 

 

Μια εναλλακτική σηµειογραφία σε κοινή χρήση είναι να δηλώνουµε την L{ f (t)} µε  ́f  (s) ή 

απλά f́ .  

(α) Το σύµβολο L υποδηλώνει τον τελεστή µετασχηµατισµού Laplace˙ όταν αυτός λειτουργεί 

σε µια συνάρτηση f(t), την µετασχηµατίζει σε µια συνάρτηση F(s) της σύνθετης µεταβλητής s. 

Λέµε ότι ο τελεστής µετασχηµατίζει την συνάρτηση f (t) στην περιοχή t (συνήθως αποκαλούµενη 

χρονική περιοχή) στην συνάρτηση F(s) στην περιοχή s (συνήθως αποκαλούµενη περιοχή 

σύνθετων συχνοτήτων, ή απλά περιοχή συχνότητας). Αυτή η σχέση πεικονίζεται γραφικά στο 

σχήµα 1.1, και είναι συνηθισµένο να αναφερόµαστε στην f (t) και F(s) ως ένα ζεύγος 

µετασχηµατισµών Laplace, που γράφεται ως {f (t), F (s)}.  

 

 

Σχήµα 1.1 
Ο τελεστής µετασχηµατισµός Laplace.  

 
 

 

(β) Επειδή το ανώτερο όριο στο ολοκλήρωµα είναι άπειρο, η περιοχή της ολοκλήρωσης είναι 

άπειρη.  

( ) ( )
0 0

lim
T

st st

T
e f t dt e f t dt

∞ − −

→∞
=∫ ∫   

 

 

(γ) Επειδή το χαµηλότερο όριο στο ολοκλήρωµα είναι µηδέν, συνεπάγεται ότι όταν λάβουµε τον 

µετασχηµατισµό Laplace , η συµπεριφορά του f (t) για τις αρνητικές τιµές του t παραβλέπεται ή  
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διώχνεται. Αυτό σηµαίνει ότι η F (s ) περιέχει πληροφορίες για τη συµπεριφορά της f  (t )  µόνο 

για t  ≥ 0, έτσι ώστε ο µετασχηµατισµός Laplace δεν είναι ένα κατάλληλο εργαλείο για την 

έρευνα των προβληµάτων στα οποία οι τιµές της f  (t ) για t  <  0 είναι σχετικές. Στις 

περισσότερες εφαρµογές εφαρµοσµένης µηχανικής αυτό δεν προκαλεί οποιοδήποτε πρόβληµα, 

εφόσον τότε ασχολούµαστε µε τα φυσικά συστήµατα για τα οποία οι συναρτήσεις που 

εξετάζουµε ποικίλλουν µε το χρόνο t. Μια ιδιότητα των φυσικά πραγµατοποιήσιµων 

συστηµάτων είναι ότι είναι µη-προβλεπόµενα υπό την έννοια ότι δεν υπάρχει καµία έξοδος (ή 

απόκριση) µέχρι να εφαρµοστεί µια είσοδος (ή διέγερση).  

Λόγω αυτής της αιτιώδους σχέσης µεταξύ της εισόδου και της εξόδου, καθορίζουµε µια 

συνάρτηση f  (t ) να είναι αιτιώδης εάν f  (t )= 0 (t  <  0). Γενικά, εντούτοις, εκτός και αν η 

περιοχή διευκρινίζεται σαφώς, µια συνάρτηση f (t ) κανονικά µεταφράζεται σαν να είναι 

καθορισµένη για όλες τις πραγµατικές τιµές, και θετικές και αρνητικές, του t. Χρησιµοποιώντας 

την συνάρτηση µοναδιαίου βήµατος του Heaviside H (t ), όπου 

 

 

  έχουµε  

 

 

( )
( )

( )0 0

1 0

t

t
H t

<

≥

 
=  
 

                  ( )
( )( )

( )0 0

0

t

f t t
f H t

<

≥

 
= =  

 
  

Κατά συνέπεια η επίδραση του πολλαπλασιασµού της f  (t ) µε την H (t ) είναι να µετατραπεί 

αυτή σε µια αιτιώδη συνάρτηση.  

Γραφικά, η σχέση µεταξύ της f  (t ) και της f  (t ) H (t ) είναι όπως φαίνεται στο σχήµα  

 

Γραφική παράσταση της f  (t ) και η αιτιώδης ισοδύναµη συνάρτησή της. 

Σχήµα 1.2 
 

Συνεπάγεται ότι ο αντίστοιχος µετασχηµατισµός Laplace F (s ) περιέχει το σύνολο των 

πληροφοριών για τη συµπεριφορά της f  (t ) H (t ). Συνεπώς, για να κυριολεκτήσουµε θα πρέπει 

να αναφερόµαστε στην {f  (t ) H (t ), F (s )}  αντί για την {f  (t ), F (s )} ως ένα ζευγάρι 

µετασχηµατισµού Laplace. Εντούτοις, είναι κοινή πρακτική να διώχνουµε την H (t ) και να 

υποθέτουµε ότι  εξετάζουµε αιτιώδεις συναρτήσεις.  

 

(δ) Εάν η συµπεριφορά της f  (t ) για t  < 0 µας ενδιαφέρει τότε πρέπει να  χρησιµοποιήσουµε τον 

εναλλακτικό  δίπλευρο  ή διµερή  µετασχηµατισµό Laplace της συνάρτησης f  (t ), που 

καθορίζεται από 

                                                                                                  1.3 

( ){ } ( ) ( )
0

st

RL f t F s e f t dt
∞ −= = ∫  
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Ο µετασχηµατισµός Laplace που καθορίζεται από το (1,2), µε το χαµηλότερο όριο µηδέν, 

αναφέρεται µερικές φορές ως µονόπλευρος ή µονοµερής µετασχηµατισµός Laplace  της 

συνάρτησης f  (t ). Σε αυτό το κεφάλαιο θα ασχοληθούµε µόνο µε τον δεύτερο µετασχηµασµό 

(µονόπλευρο ή µονοµερή µετασχηµατισµός Laplace ), και θα αναφερόµαστε σε αυτόν απλά ως 

µετασχηµατισµός Laplace της συνάρτησης f  (t ). Σηµειώστε ότι όταν η f  (t ) είναι µια αιτιώδης 

συνάρτηση,  

( ){ } ( ){ }BL f t L f t=   

 

(ε) Ένα άλλο ζήτηµα σχετικά µε το χαµηλότερο όριο µηδενός είναι η ερµηνεία της f (0) όταν η  f  

(t ) έχει µια ιδιαιτερότητα στην αρχή. Ένα ερώτηµα προκύπτει τότε ως προς το εάν πρέπει να 

συµπεριλάβουµε την ιδιαιτερότητα και να πάρουµε το χαµηλότερο όριο ως 0
-
  ή να την 

αποκλείσουµε και να πάρουµε το χαµηλότερο όριο ως 0 
+
  (ως σύµβαση τα 0 

-
 και 0 

+
  

υποδηλώνουν τις τιµές της t ακριβώς στα αριστερά και δεξιά της αρχής αντίστοιχα). Υπό τον όρο 

ότι είµαστε συνεπείς, µπορούµε να πάρουµε οποιαδήποτε, και µε τις δύο ερµηνείες να 

υιοθετούνται στην πράξη. Προκειµένου να προσαρµόσουµε οποιεσδήποτε ιδιαιτερότητες που 

µπορούν να εµφανιστούν σε t  = 0, όπως µια ώθηση που εφαρµόζεται σε t  =   0, παίρνουµε το 0- 

ως το χαµηλότερο όριο και ερµηνεύουµε την (1.2) ως  

 

 ( ){ } ( ) ( )
0

st

RL f t F s e f t dt
∞ −= = ∫      (1.4) 

 

2.1 Μετασχηµατισµός των απλών συναρτήσεων 
 

Σε αυτό το τµήµα λαµβάνουµε τον µετασχηµατισµό Laplace µερικών απλών συναρτήσεων.  

 

Παράδειγµα 2.1 
 Καθορίστε τον µετασχηµατισµό Laplace της συνάρτησης 

f(t)=c 

 

όπου το c  είναι µια σταθερά.  

 

Λύση 
Χρησιµοποιώντας τον ορισµό (1.2),   

( ){ } ( )
0 0

0

lim lim 1 lim

T
T

st st st sT

T T T

c c
L c e c dt e c dt e e

s s

∞ − − − −

→∞ →∞ →∞

 = = = − = −  ∫ ∫   

 

Λαµβάνοντας s  = σ + jω, όπου τα σ  και ω είναι πραγµατικά,  

Ένα πεπερασµένο όριο υπάρχει µε την προϋπόθεση ότι σ = Re(s )> 0, όταν το όριο είναι µηδέν. 

Κατά συνέπεια, υπό τον όρο ότι Re(s )> 0, ο µετασχηµατισµός Laplace είναι  

 

έτσι ώστε 
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( )( ) ( )jsT

T T T
lim e lim e lim e cos T j sin

− σ+ ω Τ− −σΤ

→∞ →∞ →∞
= = ω + ωΤ

  
αποτελούν ένα παράδειγµα ενός ζεύγους  

 

( )

( )
( )Re 0

f t c

c
F s

s

s
=

=

  
> 

  
  

( ) ( ),Re 0
c

L s s
s

= >            (2.1) 

 

 

Παράδειγµα 2.2  
Να καθοριστεί ο  µετασχηµατισµό Laplace της συνάρτησης ράµπας  f(t)=t 

2
lim lim 0

sT st

T T

Te e

s s

− −

→∞ →∞
= =   

 

Λύση 
 

 Από τον καθορισµό (1.2),  

( ){ }
0 0

2 2 2

0

lim

1
lim lim lim

T
st st

T

T
st st st

st

T T T

L t e t dt e c dt

t e Te e
e

s s s s s

∞ − −

→∞

− − −
−

→∞ →∞ →∞

= = =

 
− − = − − 
 

∫ ∫
  

 

 

Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία όπως στο παράδειγµα 1.1, τα όρια υπάρχουν υπό τον όρο ότι 

Re (s ) >  0,  όταν 

 

 

Κατά συνέπεια, υπό τον όρο ότι Re (s ) >  0,  

 

{ }
2

1
L t

s
=   

δίνοντας µας το ζεύγος   µετασχηµατισµών Laplace     

 

 

 

( )

( )
( )

2

1
Re 0

f t c

F s
s

s
=

=

  
> 

  
       (2.2) 
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Παράδειγµα 2.3  

Καθορισµός στον  µετασχηµατισµό Laplace της µονόπλευρης εκθετικής συνάρτησης    f(t)=e
kt

 

 

 

Λύση 

Ο καθορισµός (1.2) δίνει 

 

{ } ( )

( ) ( )( )
0 0

0

lim

1 1
lim 1 lim

s k T

T s k Tkt st kt

T

T
s k T

T T

L e e e dt e dt

e
s k s k

− −

∞ − −−

→∞

− −

→∞ →∞

= = =

−   = − − −

∫ ∫
  

  
Γράφοντας s  = σ +jω  του j , όπου τα σ  και ω  είναι πραγµατικά, έχουµε 

 

 
( ) ( )

lim lim
s k Ts k T j T

T T
e e e

ω− −− −

→∞ →∞
=   

Εάν το k  είναι πραγµατικό, τότε, υπό τον όρο ότι σ =  Re(s )> k , το όριο υπάρχει, και είναι 

µηδέν. Εάν το k  είναι σύνθετο, για παράδειγµα k  =  a  +  jb , τότε το όριο θα υπάρξει επίσης, και 

θα είναι µηδέν, υπό τον όρο ότι   σ > a (δηλαδή Re(s )> Re(k )). Υπό αυτούς τους όρους, έχουµε 

έπειτα    { } 1kt
L e

s k
=

−
  

 

δίνοντας µας το ζεύγος  µετασχηµατισµών Laplace 

 

( )

( )
( ) ( )

2

1
Re Re

ktf t e

F s
s

s k
=

=

  
> 

  
  (2.3) 

 

Παράδειγµα 2.4 
Καθορισµός του µετασχηµατισµού Laplace των συναρτήσεων ηµιτόνου και συνηµίτονου  

f(t)=sin at, g(t)= cos at 

όπου a  είναι µια πραγµατική σταθερά.  

 

Λύση 
                                                Αφού 

cos sin
jat

e at j at= +   

                                              µπορούµε να γράψουµε  

( ) sin jatf t at lme= =   

( ) cos Re jatg t at e= =   

Χρησιµοποιώντας αυτήν την διατύπωση, οι απαραίτητοι µετασχηµατισµοί Laplace µπορούν να 

ληφθούν από το αποτέλεσµα 

{ } ( ) ( )1
,Re Rekt

L e s k
s k

= >
−
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του παραδείγµατος 2.3.  

 

 

Λαµβάνοντας το k  =  ja  σε αυτό το αποτέλεσµα δίνει 

     
0Re(s) >

  
 

{ } ( )1
,Re 0jat

L e s
s ja

= >
−       ή 

{ } ( )
2 2

, Re 0jat s ja
L e s

s a

+
= >

−
  

Κατά συνέπεια, εξισώνοντας τα πραγµατικά και φανταστικά µέρη και υποθέτοντας οτι το s  είναι 

πραγµατικό, 

{ } { } 2
sin jat a

L at lmL e
s c

= =
−

  

{ } { } 2 2
cos Re jat a

L at L e
s a

= =
−

  

Αυτά τα αποτελέσµατα ισχύουν επίσης όταν το s  είναι σύνθετο, δίνοντας µας τα ζεύγη 

µετασχηµατισµό Laplace  

{ } ( )
2 2

sin ,Re 0
a

L at s
s a

= >
−

  (2.4) 

{ } ( )2 2
cos , Re 0

a
L at s

s a
= >

−
 (2.5) 

 

 

2.2 Ύπαρξη του µετασχηµατισµού Laplace 
 

Σαφώς, από τον καθορισµό (2.2), ο µετασχηµατισµός Laplace µιας συνάρτησης f  (t ) υπάρχει 

εάν και µόνο εάν το γενικευµένο ολοκλήρωµα στον καθορισµό συγκλίνει για τουλάχιστον µας 

τιµές του s.  Τα παραδείγµατα µας παραγράφου 2.2 προτείνουν ότι αυτό αφορά το φραγµένο µας 

συνάρτησης, µε τον παράγοντα e
-st

 στο ολοκλήρωµα του µετασχηµατισµού Laplace να ενεργεί 

ως µας παράγοντας σύγκλισης στο ότι οι τιµές του Re(s ) είναι εκείνες για µας οποίες το 

ολοκλήρωµα συγκλίνει. Προκειµένου να µπορούµε να δηλώσουµε µας ικανοποιητικές συνθήκες 

µας f  (t ) για την ύπαρξη µας L{  f  (t )} , πρώτα εισάγουµε τον καθορισµό µιας συνάρτησης 

εκθετικής τάξης.  
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Καθορισµός µας 2.1 

 

Μια συνάρτηση f  (t ) λέγεται ότι είναι εκθετικής τάξης ως t →∞   εάν υπάρχει µας πραγµατικός 

αριθµός σ  και θετικές σταθερές M  και T  έτσι ώστε  

( ) t
f t Me

σ<   

 

για όλα τα t  >  T .  

 

 

Αυτό που µας ο καθορισµός µας λέει είναι ότι µια συνάρτηση f  (t ) είναι εκθετικής τάξης εάν δεν 

αυξάνεται γρηγορότερα από κάποια εκθετική συνάρτηση του τύπου M e
σt

. Ευτυχώς οι 

περισσότερες συναρτήσεις πρακτικής σηµασίας ικανοποιούν αυτήν την απαίτηση, και είναι 

εποµένως εκθετικής τάξης. Υπάρχουν, εντούτοις, συναρτήσεις που δεν είναι εκθετικής τάξης, µε 

ένα παράδειγµα να είναι η e
t2

 δεδοµένου ότι αυτή αυξάνεται γρηγορότερα από την M e
σt

 καθώς        

t →∞   οποιεσδήποτε και άν είναι οι τιµές των M  και σ.  

 

Παράδειγµα 2.5  
 

Η συνάρτηση f  (t )=  e3t
  είναι εκθετικής τάξης, µε σ≥ 3. 

 

Παράδειγµα 2.6  
 

Θα δείξουµε ότι η συνάρτηση f  (t ) =  t
3
 (t ≥ 0) είναι εκθετικής τάξης.  

 

Λύση 

 Αφού 
2 2 3 31 1

1 .......
2 6

at
e at a t a t= + + + +   

 

 

συνεπάγεται ότι για οποιαδήποτε α> 0  

 

 

έτσι ώστε η t 
3
 είναι εκθετικής τάξης, σ>0. 

 

Προκύπτει από τα παραδείγµατα 2.1 και 2.2 ότι η επιλογή του σ στον καθορισµό 2.1 δεν είναι 

µοναδική για µια συγκεκριµένη συνάρτηση. Για αυτόν τον λόγο, καθορίζουµε το µέγιστο 

χαµηλότερο πέρας σc του συνόλου των πιθανών τιµών του σ να είναι η τετµηµένη της 

σύγκλισης της  f  (t ). Κατά συνέπεια, στην περίπτωση της συνάρτησης  f  (t )=  e3t
 , σc =  3, ενώ 

στην περίπτωση της συνάρτησης  f  (t ) =  t 3, σ =  0.  

Επιστρέφοντας στον καθορισµό του µετασχηµατισµού Laplace  που δίνεται από το (1,2), 

συνεπάγεται οτι εάν η f (t ) είναι µια συνεχής συνάρτηση και είναι επίσης εκθετικής τάξης µε την 

τετµηµένη της σύγκλισης της σc, έτσι ώστε 

 

  

( ) ,
t

cf t Me
σ σ σ< >      κατόπιν, παίρνοντας T  =  0 στον καθορισµό 1.1, 

3

3

6 at
t e

a
<
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( )

0 0

s t st
F s e f (t) dt e f (t) dt

∞ ∞− −= ≤∫ ∫   
  

Γράφοντας s  =σ +  jω, όπου τα σ και ω είναι πραγµατικά, εφόσον | e
-jωt

 | =  1, έχουµε 
st t j t t te e e e eσ ω σ σ− − − − −= = =   

 

έτσι ώστε ( ) ( )
0 0

,t t dt

d c
F s e f t dt M e e dt

σ σ σ σ σ
∞ ∞− −≤ ≤ >∫ ∫   

 

 

( )
0

t
M e dt

σ σΑ
∞ − −= ∫   

 

Αυτό το τελευταίο ολοκλήρωµα είναι πεπερασµένο όποτε σ =  Re(s )>σd. ∆εδοµένου ότι το σd 

µπορεί να επιλεχτεί αυθαίρετα έτσι ώστε σd>σc καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι η F (s ) 

υπάρχει για σ>σc. Κατά συνέπεια µια συνεχής συνάρτηση f (t ) εκθετικής τάξης, µε την 

τετµηµένη της σύγκλισης σc, έχει έναν µετασχηµατισµό Laplace ( ){ } ( ) ( ),Re cL f t F s s σ= >   

 

 όπου η περιοχή της σύγκλισης είναι όπως φαίνεται στο σχήµα 2.1.  

 

Σχήµα 2.1 Περιοχή της σύγκλισης L{ f  (t )}˙ το σc είναι η τετµηµένη της σύγκλισης για f (t).                   

 
 

Στην πραγµατικότητα, η απαίτηση ότι η f  (t ) πρέπει να είναι συνεχής δεν είναι ουσιαστική, και 

µπορεί να χαλαρωθεί στο η f  (t ) να είναι  τµηµατικά συνεχής,  δηλαδή η f  (t ) πρέπει να έχει 

µόνο έναν πεπερασµένο αριθµό πεπερασµένων ασυνεχειών, µε το να είναι αλλού συνεχής και 

φραγµένη.  

Ολοκληρώνουµε αυτό το τµήµα µε τη δήλωση ενός θεωρήµατος που εξασφαλίζει την ύπαρξη 

ενός µετασχηµατισµού Laplace  
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Θεώρηµα 1.1 Ύπαρξη του  µετασχηµατισµού Laplace 

 

Εάν η αιτιώδης συνάρτηση f  (t ) είναι τµηµατικά συνεχής στο [ 0,∞ ] και είναι εκθετικής τάξης, 

µε την τετµηµένη της σύγκλισης σc, τότε ο µετασχηµατισµός Laplace της υπάρχει, µε την 

περιοχή της σύγκλισης Re(s ) >σc στην περιοχή s ˙ δηλαδή 

 

( ){ } ( ) ( ) ( )
0

,Rest

cL f t F s e f t dt s σ
∞ −= = >∫   

 

τέλος του θεωρήµατος 

 

Οι όροι αυτού του θεωρήµατος είναι επαρκείς για την εξασφάλιση της ύπαρξης του 

µετασχηµατισµού Laplace µιας συνάρτησης. Εντούτοις, δεν αποτελούν απαραίτητους όρους για 

την ύπαρξη ενός τέτοιου µετασχηµατισµού Laplace, και δεν έπεται ότι εάν οι όροι  

παραβιαστούν δεν θα υπάρξει ένας µετασχηµατισµός. Στην πραγµατικότητα, οι όροι είναι πιό 

περιοριστικοί από όσο είναι απαραίτητο, δεδοµένου ότι υπάρχουν συναρτήσεις µε άπειρες 

ασυνέχειες που έχουν µετασχηµατισµό Laplace.  

 

2.3 Ιδιότητες ενός  µετασχηµατισµού Laplace 
 

Σε αυτό το τµήµα εξετάζουµε µερικές από τις ιδιότητες του µετασχηµατισµού Laplace που θα 

µας επιτρέψουν να βρούµε περαιτέρω ζεύγη µετασχηµατισµών f  (t  ), F (s )} χωρίς να πρέπει να 

τις υπολογίσουµε άµεσα χρησιµοποιώντας τον καθορισµό. Οι περαιτέρω ιδιότητες θα 

αναπτυχθούν στα απόµενα τµήµατα όταν η ανάγκη προκύψει.  

 

Ιδιότητα 1.1: Η γραµµική ιδιότητα 

 

Μια θεµελιώδης ιδιότητα του µετασχηµατισµού Laplace είναι η γραµµικότητά της, η οποία 

µπορεί να δηλωθεί ως εξής:  

 

Εάν οι f(t) και g(t) είναι συναρτήσεις που έχουν µετασχηµατισµό Laplace  και εάν α και β είναι 

οποιεσδήποτε σταθερές τότε  

 

( ) ( ){ } ( ){ } ( ){ }L af t g t aL f t L g tβ β+ = +  

 

Συνεπεία αυτής της ιδιότητας, λέµε ότι ο τελεστής του µετασχηµατισµού Laplace L είναι ένας 

γραµµικός τελεστής.  

Μια απόδειξη της ιδιότητας προκύπτει εύκολα από τον καθορισµό (1,2), αφού  

 

( ) ( ){ } ( ) ( )
0

stL af t g t af t g t e dtβ β
∞ −+ = +∫  

( ) ( )

( ){ } ( ){ }
0 0

st sta f t e dt g t e dt

aL f t L g t

β

β

∞ ∞− −= + =

+

∫ ∫
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Όσον αφορά την περιοχή της σύγκλισης, εάν οι f  (t ) και g (t ) έχουν τετµηµένες της σύγκλισης σ 

f και σg  αντίστοιχα, και σ1>σ f  , σ2>σg , τότε

( )

( ) ( ) ( )

1

2

2
0 0

,

,

t

stt st

f t M e

g t M e af t e dt g t dt

σ

σ β
∞ ∞ −−

<

< = +∫ ∫
  

    

 

Συνεπάγεται ότι 
( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 2

1 2

1 2

t t

t

af t g t a f t g t a M e e

a M e

σ σ

σ

β β β

β

+ ≤ + ≤ + Μ

≤ + Μ
  

 

                         

όπου σ =  max(σ1, σ2), έτσι ώστε η τετµηµένη της σύγκλισης του γραµµικού αθροίσµατος  

αf (t ) + βg (t ) είναι µικρότερη ή ίση προς το µέγιστο εκείνων για f  (t  ) και g (t  ).  

Αυτή η ιδιότητα γραµµικότητας µπορεί σαφώς να επεκταθεί σε έναν γραµµικό συνδυασµό 

οποιουδήποτε πεπερασµένου αριθµού συναρτήσεων. 

  

 

Παράδειγµα 2.7  

Καθορίστε { }3
3 2

t
L t e+   

 

Λύση 

 

 Χρησιµοποιώντας τα αποτελέσµατα που δίνονται στα (2.2) και (2.3),   

( ) ( )3 1
, Re 3

3

t
L e s

s
= >

−
           ( ) ( )2

1
,Re 0L t s

s
= >  

 
 

έτσι, από την ιδιότητα γραµµικότητας,   { } { } { }3 3
3 2 3 2

t t
L t e L t L e+ = +   

( ) { }

( )

2

2

3 2
,Re max 0,3

3

3 2
,Re 3

3

s
s s

s
s s

= + >
−

= + >
−
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Παράδειγµα 2.8  

 

Καθορίστε την L{ 5-3 t  +  4 ηµίτονο 2t-6e
4t

 }.  

Λύση 

 

Χρησιµοποιώντας τα αποτελέσµατα που δίνονται στα (1.5)-(1.8), 

{ } ( ) ( ) 2

5 1
5 , Re 0 , Re 0L s L t

s s
= > = >  

 

{ } ( ) { }

( )

4

2

2
sin 2 , Re 0

1
, Re 4

4

tL t s L e
s

s
s

= > =

>
−

  

έτσι, από την ιδιότητα γραµµικότητας, 

 

{ } { } { } { } { }

( ) { }

( )

4 4

2 2

2 2

5 3 4sin 2 6 5 3 4 sin 2 6

5 3 8 6
, Re max 0, 4

4 4

5 3 8 6
, Re 4

4 4

t tL t t e L L t L t L e

s
s s s s

s
s s s s

− + − = − + −

= − + − >
+ −

= − + − >
+ −

  

 

 

Η ιδιότητα πρώτης µετατόπισης είναι µια άλλη ιδιότητα που µας επιτρέπει να προσθέσουµε 

περισσότερους συνδυασµούς στο ρεπερτόριό µας των ζεύγων µετασχηµατισµού Laplace Όπως 

µε την ιδιότητα γραµµικότητας, θα αποδειχθεί οτι είναι µεγάλης σπουδαιότητας στις επόµενες 

συζητήσεις µας ιδιαίτερα κατά την εξέταση της αντιστροφής του µετασχηµατισµού Laplace  

 

 

Ιδιότητα 1.2 Η ιδιότητα πρώτης µετατόπισης 

 

Η ιδιότητα περιλαµβάνεται στο ακόλουθο θεώρηµα, συνήθως καλούµενο ως θεώρηµα πρώτης 

µετατόπισης ή µερικές φορές ως θεώρηµα εκθετικής διαµόρφωσης.  

 

Θεώρηµα 1.2 Το θεώρηµα πρώτης µετατόπισης 

 

Εάν η f  (t ) είναι µια συνάρτηση που έχει  Μετασχηµατισµό Laplace F (s ), µε Re(s ) >σc, έπειτα 

η συνάρτηση e
at

 f  (t ) επίσης έχει   Μετασχηµατισµό Laplace, που δίνεται από  

 

 ( ){ } ( ) ( ) ( ),Re Re
at

cL e f t F s a s aσ= − > +  

 

Απόδειξη     

Μια απόδειξη του θεωρήµατος προκύπτει άµεσα από τον καθορισµό του µετασχηµατισµού 

Laplace αφού 
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                          ( ){ } ( ) ( ) ( )
0 0

s a tat at st
L e f t e f t e dt f t e dt

∞ ∞ − −−= =∫ ∫         

Κατόπιν, αφού  

( ){ } ( ) ( ) ( )
0

, Rest

cL f t F s f t e dt s σ
∞ −= = >∫  

 

βλέπουµε ότι το τελευταίο ολοκλήρωµα ανωτέρω είναι στη δοµή ακριβώς ο µετασχηµατισµός 

Laplace της ίδιας της f  (t ), εκτός από το ότι το s- a  παίρνει τη θέση του s , έτσι ώστε  

 

( ){ } ( ) ( ), Reat

cL e f t F s a s a σ= − − >  

 

ή  

( ){ } ( ) ( ) ( ), Re Reat

cL e f t F s a s aσ= − > +  

τέλος του θεωρήµατος 

 

Ένας εναλλακτικός τρόπος έκφρασης του αποτελέσµατος του θεωρήµατος 1,2, ο οποίος µπορεί 

να βρεθεί καταλληλότερος στην εφαρµογή, είναι ( ){ } ( ){ } ( )at

s s as s a
L e f t L f t F s

→ −→ −
 = =     Με 

άλλα λόγια, το θεώρηµα λέει ότι ο µετασχηµατισµός Laplace της e
at

 φορές µια συνάρτηση  f  (t  ) 

είναι ίση µε την ίδια τον µετασχηµατισµό Laplace f  (t  ) ο , µε το s  να αντικαθίσταται από το s- 

a.  

 

 

Παράδειγµα 2.9  

 

Να καθοριστεί ο L{te
-2t

}. 

 

Λύση 

 

Από το αποτέλεσµα που δίνεται στο (1,6), 

 { } ( ) ( )
2

1
, Re 0L t F s s

s
= = >    

έτσι, από το θεώρηµα πρώτης µετατόπισης, 

 

{ } ( ) ( ) ( )2

2,
2 Re 0 2t

s s
L te F s F s s−

→ +
= + = > −     

  

δηλαδή  

 

{ } ( )
( )2 1

, Re 2
2

t
L te s

s

− = >
+  
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Παράδειγµα 2.10  

Να καθοριστεί ο L{e
-3 t

 ηµίτονο 2t}.  

Λύση 

 

Από το αποτέλεσµα (1,8), { } ( ) ( )2

2
sin 2 , Re 0

4
L t F s s

s
= = >

+
  

 

   

έτσι, από το θεώρηµα πρώτης µετατόπισης, { } ( ) ( ) ( )3

3,
sin 2 3 Re 0 3t

s s
L e t F s F s s

−

→ +
= + = > −     

 

 

δηλαδή  

 

{ }
( )

( )3

2 2

2 2
sin 2 , Re 3

6 133 4

t
L e t s

s ss

− = = > −
+ ++ +  

Η συνάρτηση e
-3 t

 ηµίτονο 2 t  στο παράδειγµα 2.10 είναι µέλος µιας γενικής κατηγορίας 

συναρτήσεων αποκαλούµενης ηµιτονοειδείς µε απόσβεση. Αυτές διαδραµατίζουν έναν 

σηµαντικό ρόλο στη µελέτη των συστηµάτων εφαρµοσµένης µηχανικής,  ιδιαίτερα στην 

ανάλυση των δονήσεων. Για αυτόν τον λόγο, προσθέτουµε τα ακόλουθα δύο γενικά µέλη της 

κατηγορίας στην τυποποιηµένη βιβλιοθήκη µας των ζευγών µετασχηµατισµών  Laplace :  

 

{ }
( )

( )2 2
sin , Re

kt a
L e at s k

s k a

− = > −
+ +    (2.6)  

 

 

{ }
( )

( )2 2
cos ,Re

kt s k
L e at s k

s k a

− +
= > −

+ +   (2.7)  

όπου και στις δύο περιπτώσεις τα k  και a είναι πραγµατικές σταθερές.  

 

 

Ιδιότητα 1.3: Ιδιότητα παραγώγου του  µετασχηµατισµού 
 

Αυτή η ιδιότητα συσχετίζει τις πράξεις στην χρονική περιοχή µε εκείνες στην µετασχηµατισµένη 

περιοχή s, αλλά αρχικά θα την θεωρήσουµε απλά ως µια µέθοδος αύξησης του ρεπερτορίου µας 

των ζεύγων µετασχηµατισµού Laplace . Η ιδιότητα επίσης µερικές φορές αναφέρεται ως 

ιδιότητα διαίρεσης µε το t. Μια δήλωση της ιδιότητας περιλαµβάνεται στο ακόλουθο θεώρηµα.  

 

Θεώρηµα 1.3 Παράγωγο του  µετασχηµατισµού 

 

Εάν η f  (t ) είναι µια συνάρτηση του  µετασχηµατισµού Laplace 

( ) ( ){ } ( ), Re cF s L f t s σ= >   

  

κατόπιν οι συναρτήσεις t
 n

 f  (t ) (n  = 1,2....) έχουν επίσης  µετασχηµατισµό Laplace 
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( ){ } ( ) ( ) ( )1 ,Re

n
nn

cn

d F s
L t f t s

ds
σ= − >   

 

Απόδειξη     Εξ ορισµού, 

 

( ){ } ( ) ( )
0

L f t F s f t dt
∞

= = ∫   

 

έτσι ώστε  

 

( ) ( )
0

n n
st

n n

d F s d
e f t dt

ds ds

∞ −= ∫  

 

Χάρη στις ιδιότητες σύγκλισης του γενικευµένου ολοκληρώµατος που εξετάζεται, µπορούµε να 

ανταλλάξουµε τις πράξεις της διαφοροποίησης και της ολοκλήρωσης και να διαφοροποιήσουµε 

αναφορικά µε το s κάτω από το ακέραιο πρόσηµο. Κατά συνέπεια 

( ) ( )
0

n n
st

n n

d F s
e f t dt

ds s

ϑ
ϑ

∞ − =  ∫  

 

 το οποίο, κατά την    εκτέλεση της επαναλαµβανόµενης διαφοροποίησης, δίνει 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )
0

1 1 ,Re

n
nst n n

cn

d F s
e t f t dt L t f t s

ds
σ

∞ −= − = − >∫  

 

την περιοχή της σύγκλισης που παραµένει αµετάβλητη. 

 

τέλος του θεωρήµατος  

 

Με άλλα λόγια, το θεώρηµα 1,3 λέει ότι η διαφοροποίηση του µετασχηµατισµού µιας 

συνάρτησης αναφορικά µε το s είναι ισοδύναµο µε το να πολλαπλασιάσουµε την ίδια την 

συνάρτηση µε το t . Όπως µε τις προηγούµενες ιδιότητες, µπορούµε τώρα να χρησιµοποιήσουµε 

αυτό το αποτέλεσµα για να προσθέσουµε στον κατάλογό µας των ζευγών µετασχηµατισµού 

Laplace  

 

 

Παράδειγµα 2.11 

Να καθοριστεί ο L{ t ηµίτονο 3t}. 

  

Λύση 

Χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα (1,8), { } ( ) ( ) ( )
2

3
sin 3 ,Re 0

9
L t F s s

s
= = >

+   
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έτσι, από το θεώρηµα του παραγώγου, { } ( )
( )

( )2
2

6
t sin 3 ,Re 0

9

dF s s
L t s

ds s
= = >

+  

 

 

 

 

Παράδειγµα 2.12  

Να καθοριστεί ο L{t
2
 e

t
} 

 

Λύση 

{ } ( ) ( )1
, Re 1

1

tL e F s s
s

= = >
−

  

Από το αποτέλεσµα (1,7), 

 

 

{ } ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

2 2
2 22

2 2

2

2 3

1
1 1

1

1 2
1 ,Re 1

1 1

t
d F s d

L t e
ds ds s

d
s

ds s s

 = − = − = − 

 
− = > 

 − − 

  

έτσι, από το θεώρηµα του παραγώγου,  

 

 

Παράδειγµα 2.13  
 

Να καθοριστεί ο L{t
n}, όπου n  είναι ένας θετικός ακέραιος αριθµός.  

 

Λύση 
 

Χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα (1,5), { } ( )1
1 ,Re 0L s

s
= >   

 

 

έτσι, από το θεώρηµα παραγώγου, { } ( ) ( )1

1 !
1 ,Re 0

n
nn

n n

d n
L t s

ds s s
+

 = − = > 
 
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2.4. Πίνακας τού µετασχηµατισµού Laplace 

 

Είναι αρµόζον σε αυτή τη φάση να συγκεντρωθούν τα αποτελέσµατα που αποδείχθηκαν µέχρι 

τώρα για εύκολη πρόσβαση. Αυτό γίνεται υπό µορφή δύο µικρών πινάκων. Το σχήµα 2.2 (α) 

παρουσιάζει κάποια ζεύγη µετασχηµατισµών Laplace   και το σχήµα 2.2 (β) τις  ιδιότητες που 

εξετάστηκαν ήδη.  

 

 

Σχήµα 2.2 (α) Πίνακας ζευγών µετασχηµατισµού Laplace (β) µερικές ιδιότητες των 

µετασχηµατισµού Laplace  
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Παράδειγµα 2.14 
 

Να υπολογιστεί ο  L{cosh 2t}, όπου n  είναι ένας θετικός ακέραιος αριθµός.  

 

Λύση 

 

{ } ( ) ( )2 2

2

1 1 1 1
cosh 2 ,Re 0

2 2 2 2 4

t t s
L t L e e s

s s s

−  = + = + = >  − + −  
  

 

Παράδειγµα 2.15 
 

Να υπολογιστεί ο  L{t
2
}, όπου n  είναι ένας θετικός ακέραιος αριθµός.  

 

Λύση 

{ } ( )2

3

2
,Re 0L t s

s
= >   

 

Παράδειγµα 2.16 
 

Να υπολογιστεί ο  L{5-3t}, όπου n  είναι ένας θετικός ακέραιος αριθµός.  

 

Λύση 

{ }
2 2

5 3 5 3
5 3 ,Re 0

3

s
L t

s s

−
− = − = >   

 

Παράδειγµα 2.17 
 

Να υπολογιστεί ο  L{7t
3
-2sin3t}, όπου n  είναι ένας θετικός ακέραιος αριθµός.  

 

Λύση 

{ }

( )

3

4 2

4 2

6 3
7 2sin 3 7 2

9

42 6
,Re 0

9

L t t
s s

s
s s

− = − =
+

− >
+

  

 

 

 

Παράδειγµα 2.18 
 

Να υπολογιστεί ο  L{3-2t+4cos2t}, όπου n  είναι ένας θετικός ακέραιος αριθµός.  

 

 

 

 



 24 

Λύση 

{ }

( )

2 2

2 2

3 2
3 2 4cos 2 4

4

3 2 4
, Re 0

4 4

s
L t t

s s s

s s
s

s s

− + = − + =
+

−
+ >

+ +

 

 

 

Παράδειγµα 2.19 
 

Να υπολογιστεί ο  L{5e
-2t

+3-2cos2t}, όπου n  είναι ένας θετικός ακέραιος αριθµός.  

{ } ( )2

2

5 3
5 3 2cos 2 2 , Re 0

2 4

t s
L e t s

s s s

− + − = + − >
+ +

 

Λύση  
 

Παράδειγµα 2.20 
 

Να υπολογιστεί ο  L{6t
3
-3t

2
+4t-2}, όπου n  είναι ένας θετικός ακέραιος αριθµός.  

 

Λύση 

{ }

( )

3 2

4 3 2

2 3

4

36 6 4 2
6 3 4 2

36 6 4 2
,Re 0

L e t t
s s s s

s s s
s

s

+ + − = + + − =

− + −
>

 

 

 

Παράδειγµα 2.21 
 

Να υπολογιστεί ο  L{tcos2t}, όπου n  είναι ένας θετικός ακέραιος αριθµός.  

 

Λύση 

{ }

{ }
( )

( )

2

2

22 2

cos 2
4

4
cos 2 ,Re 0

4 4

s
L t

s

d s s
L t s

ds s s

=
+

− = = > +  +

  

 

 

Παράδειγµα 2.22 
 

Να υπολογιστεί ο  L{t
2
 -3cos4t}, όπου n  είναι ένας θετικός ακέραιος αριθµός.  

 

Λύση 

{ } ( )2

3 2

2 3
3cos 4 , Re 0

16

s
L t t s

s s
− = − >

+
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Παράδειγµα 2.23 
 

Να υπολογιστεί ο  L{t
2
e

-2t
 –e

-t
 cos2t+3}, όπου n  είναι ένας θετικός ακέραιος αριθµός.  

 

Λύση 

{ }
( )

( )
( )

( )
( )

2 2

3 2

3 2

12 3
cos 2 3

2 1 4

2 1 3
, Re 0

2 52

t
s

L t e e t
ss s

s
s

s s ss

− +
− + = + + =

+ + +

+
+ + >

+ ++

 2.8 

 

 

 

Το σύµβολο L
-1

  F (s )  δείχνει µια αιτιώδη συνάρτηση f  (t )  της οποίας ο µετασχηµατισµός 

Laplace είναι F (s )˙ δηλαδή 

( ){ } ( ) ( ){ }1     τότε   ά L F t Fs f t L F s−= =ε ν  

 

Αυτή η αντιστοιχία µεταξύ των συναρτήσεων F (s ) και f (t ) καλείται αντίστροφος 

µετασχηµατισµός, µε την f  (t ) να είναι αντίστροφου µετασχηµατισµού  της F (s ), και την L
-1

 

να αναφέρεται ως τελεστής του  αντίστροφου µετασχηµατισµού Laplace. Αυτές οι σχέσεις 

απεικονίζονται στο σχήµα 5.6.  

 

 
 

Σχήµα  2.3 Ο µετασχηµατισµός Laplace και o αντίστροφός του. 

 

Ο µετασχηµατισµός Laplace F (s ) καθορίζει µόνο τη συµπεριφορά της f  (t ) για t  ≥ 0, Κατά 

συνέπεια L 
-1

  F (s )  =  f  (t ) µόνο για t ≥ 0. Όταν γράφουµε L
-1

 F (s )  =  f  (t ), υποτίθεται ότι     

t ≥ 0 έτσι για να κυριολεκτήσουµε, πρέπει να γράψουµε 

 

 ( ){ } ( ) ( )1L F s f t H t− =   (2.9) 
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Παράδειγµα 2.24  Αφού 

 

{ } 1atL e
s a

=
−

  

συνεπάγεται ότι  

 

1 1 at
L e

s a

−  = = 
− 

 

 

 

Παράδειγµα 2.25 Αφού  

 

   συνεπάγεται ότι   { } 2 2
sinL t

s

ω
ω

ω
=

−
  

 

Η ιδιότητα γραµµικότητας sin για τον µετασχηµατισµό Laplace 

 
1

2 2
sinL t

s

ω
ω

ω
−  = = 

− 
 (ιδιότητα 1.1)  

 

 

δηλώνει ότι εάν τα α  και β είναι οποιεσδήποτε σταθερές τότε 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }
( ) ( )

L af t g t aL f t L t

aF s g s

β β

β

+ = + =

+
  

Προκύπτει έπειτα από τον ανωτέρω καθορισµό ότι  

( ) ( ){ } ( ) ( )
( ){ } ( ){ }

1

1 1

L aF t G s af t g t

aL F s L G s

β β

β

−

− −

+ = + =

+
 

 

έτσι ώστε ο τελεστής του αντίστροφου µετασχηµατισµού Laplace είναι επίσης γραµµικός 

τελεστής.  

 

 

2.5. Υπολογισµός των αντίστροφων µετασχηµατισµών 
 

Ο προφανέστερος τρόπος για να βρούµε τον αντίστροφο µετασχηµατισµό της συνάρτησης F (s ) 

είναι να χρησιµοποιήσουµε έναν πίνακα µετασχηµατισµών όπως αυτός που δίνεται στο σχήµα 

1.5. Μερικές φορές είναι δυνατό να καταγράψουµε τον αντίστροφο µετασχηµατισµό άµεσα από 

τον πίνακα, αλλά τις περισσότερες φορές είναι απαραίτητο πρώτα να πραγµατοποιηθεί κάποιος 

αλγεβρικός χειρισµός στην F (s ). Ειδικότερα, είναι συχνά ανάγκη να καθοριστεί ο αντίστροφος 

µετασχηµατισµός µιας λογικής συνάρτησης της µορφής p (s )/q (s ), όπου τα  p (s ) και q (s ) 

είναι πολυώνυµα µέσα στο s. Σε τέτοιες περιπτώσεις η διαδικασία είναι πρώτα να επιλύσουµε 

την συνάρτηση σε απλά κλάσµατα και έπειτα να χρησιµοποιήσουµε τον πίνακα των 

µετασχηµατισµών  
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Παράδειγµα 2.26  
 

Να υπολογιστεί ο ( )( )
1 1

3 2
L

s s

−
  
 

+ −  
  

 

Λύση Πρώτα η 1/(s  +  3)(s  - 2) επιλύεται σε απλά κλάσµατα, 

δίνοντας ( ) ( )
1 1
5 51

3 2 3 2s s s s

−
= +

+ − + −   

 

Κατόπιν, χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα L
-1

{ 1/(s  +  a )}  =  e
-at

  µαζί µε την ιδιότητα 

γραµµικότητας, έχουµε 

 

( )( )
1 1 1 3 21 1 1 1 1 1 1

3 2 5 3 5 2 5 5

t t
L L L e e

s s s s

− − − − −
      = + = +     

+ − + −     
 

 

Παράδειγµα 2.27  
 

Να υπολογιστεί ο ( )
1

2 2

1

9

s
L

s s

−
 + 
 

+  
 

Λύση 

 

Η επίλυση της (s  +  1)/s
2
 (s 

2
 +  9) σε απλά κλάσµατα δίνει 

( )
1 1
9 9

2 2 2 2 2 22 2

1 1 1 1 1 3

9 9 9 3 27 39

s s s

s s s s ss s

+ +
= + − − −

+ + ++   

 

Χρησιµοποιώντας τα αποτελέσµατα στο σχήµα 2.3, µαζί µε την ιδιότητα γραµµικότητας, έχουµε  

 

( )
1

2 2

1 1 1 1 1
cos3 sin 3

9 9 9 279

s
L t t t

s s

−
 + 

= + − − 
+  

  

 

 

 

2.6  Αντιστροφή µε χρήση του θεωρήµατος πρώτης µετατόπισης  
 

Στο θεώρηµα 1.2 είδαµε ότι εάν η F (s) είναι ο µετασχηµατισµός Laplace της f  (t ) τότε για έναν 

βαθµωτό a, η F (s - a ) είναι ο µετασχηµατισµός Laplace της e
at

 f  (t ). Αυτό το θεώρηµα 

προκαλεί κανονικά λίγη δυσκολία όταν χρησιµοποιείται για να ληφθούν οι  µετασχηµατισµοί 

Laplace ων συναρτήσεων, αλλά συχνά οδηγεί σε προβλήµατα όταν χρησιµοποιείται για να 

ληφθούν οι αντίστροφοι  µετασχηµατισµοί Laplace. Εκφρασµένο στην αντίστροφη µορφή, το 

θεώρηµα γίνεται 

 ( ){ } ( )1 atL F s a e f t− − =   
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Η σηµείωση  

( ){ } ( )1 at

s s a
L F s e f t−

→ −
=        

 

όπου οι F (s )=  L{ f  (t )}  και [ F (s ) ] s→s - a  υποδηλώνουν ότι το s  µέσα στην F (s ) 

αντικαθίσταται από το  s - a , µπορεί να καταστήσει τη σχέση σαφέστερη. 

 

 

Παράδειγµα 2.28 

Να υπολογιστεί ο ( )
1

2

1

2

s
L

s

−
 + 
 

+  
 

 

Λύση 

 

( )2 2

2

1 1

22 s s

s

s → +

+  =   +   

 

 

και, αφού 1/s 
2 =  L{ t }, το θεώρηµα µετατόπισης δίνει ( )

1 2

2

1

2

ts
L te

s

− −
 + 

= 
+  

 

 

 

Παράδειγµα 2.29   Να βρεθεί  

( )
1

2

1

6 13

s
L

s s

−
 + 
 

+ +  
 

 

 

Λύση 

( )22 2 2

3

2 2 2

6 13 23 4 s ss s ss → +

 = =  + + + + +   

 

 

και, αφο ύ 2/(s 
2
+  2

2
)=  L{ ηµίτονο 2t}, το θεώρηµα µετατόπισης δίνει 

 

 

( )
1 3

2

2
sin 2

6 13

t
L e t

s s

− −
  

= 
+ +  
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1 1

2 2

2 7
,

2 5 2 5

s
L L

s s s s

− − +   
   

+ + + +   
 

 

Παράδειγµα 2.30 Να υπολογιστεί 
( )

( ) ( )2 2

1 2
3

1 4 1 4

s

s s

+
+

+ + + +   

 

Λύση 

 

2 2 2 2

1 1

2 2
3

2 2s s s ss s→ + → +

   = +   + +   
  

 

Αφού s / (s 
2
+  2

2
)= L{συνηµίτονο 2t}  και 2/(s 

2
+  2

2
)=  L { ηµίτονο 2t }, το θεώρηµα 

µετατόπισης δίνει 

 

Παράδειγµα 2.31    Να βρεθεί  ότι 
1

2

7
cos 2 3 sin 2

2 5

t ts
L e t e t

s s

− − −+  = + 
+ + 

  

 

 

Λύση 

 

Η επίλυση της 1/(s  +  1) 
2
 (s 

2
+  4) σε απλά κλάσµατα δίνει 

 

( ) ( ) ( )
2 1

25 5

2 22

1 1 2 3

1 1 25 41 4

s

s s ss s

+
= + −

+ + ++ +   

 
2
25

2 2 2 2 2

1

1 1 2 3 2

1 5 25 2 50 2s s

s

s s s s→ +

 + − − + + + 
  

 

 

 

Αφού  1/ s 
2
= L{ t }, το θεώρηµα µετατόπισης, µαζί µε τα αποτελέσµατα στο σχήµα 5.5, δίνει 

( ) ( )
1

2 2

1 2 1 2 3
cos 2 sin 2

25 5 25 501 2

t tL e e t t t
s s

− − −
  

= + − 
+ +  

  

 

Παράδειγµα  2.32 

 

Να βρεθεί η L 
-1

 { F (s ) }  όταν η F (s ) δίνεται από 

 

( ) ( )
1

3 7s s+ +  

Λύση 
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( )( )
1 1

1 1 4 4

3 7

1

3 7 3 7

1

4

t t

L L
s s s s

e e

− −

− −

    = − =   
+ + + +   

 − 

 

 

 

Παράδειγµα   2.33 

 

 Να βρεθεί η L 
-1

 { F (s ) }  όταν η F (s ) δίνεται από 

 

( ) ( )
5

1 3

s

s s

+
+ −  

Λύση 

( )( )
1 1

3

5 1 2

1 3 1 3

2t t

s
L L

s s s s

e e

− −

−

 +   = + =   
+ − + −   

− +

 

 

 

Παράδειγµα   2.34 

 

 Να βρεθεί η L 
-1

 { F (s ) }  όταν η F (s ) δίνεται από 

( )2

1

3

s

s s

−
+  

 

Λύση 

( )
4 1 4

1 1 9 3 9

2 2

3

1

3 3

4 1 4

9 3 9

t

s
L L

s s s s

t e

− −

−

 −   
= − − =   

+ +   

= − −

  

 

Παράδειγµα   2.35 

 

 Να βρεθεί ο L 
-1

 { F (s ) }  όταν η F (s ) δίνεται από 

2

8

4 5

s

s s

+
+ +

 

 

Λύση 

( )
( )

[ ]

1 1

22

2

2 68

4 5 2 1

cos 6sint

ss
L L

s s s

e t t

− −

−

 + ++    = =   
+ +  + +  

= +
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Παράδειγµα    2.36 

 

Να βρεθεί ο L 
-1

 { F (s ) }  όταν η F (s ) δίνεται από 

( )( ) ( )

2
3 7 5

1 2 3

s s

s s s

+
− − −  

 

 

 

Λύση 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 1 1
1 1 2 2

2 3

3 7 5 3

1 2 3 1 2 3

1 11
3

2 2

t t t

s s
L L

s s s s s s

e e e

− −   +   
= − + =   

− − − − − −      

− +

  

 

 

Παράδειγµα    2.37 

 

Να βρεθεί ο L 
-1

 { F (s ) }  όταν η F (s ) δίνεται από 

( )( )( )
1

2 3 4

s

s s s

−
− − −  

 

Λύση 

( )( )( ) ( ) ( ) ( )
31

1 1 2 2

3 4

1 2

2 3 4 2 3 4

1 3
2

2 2

t t t

s
L L

s s s s s s

e e e

− −   −   
= − + =   

− − − − − −      

− +
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 
 

3.1 Λύση των διαφορικών εξισώσεων 

 

Εξετάζουµε αρχικά το µετασχηµατισµό Laplace των παραγώγων και των ολοκληρωµάτων, και 

τις εφαρµόζουµε έπειτα στην λύση των διαφορικών εξισώσεων. 

 

3.2  Μετασχηµατισµοί των παραγώγων 

 

 

να βρούµε τις κατάλληλες εκφράσεις για το µετασχηµατισµό Laplace των παραγώγων όπως                

df  / dt , d
2
 f  / d t 

2
 ή, γενικά, d

n
f  / dt

n
. 

0

stdf df
L e dt

dt dt

∞ −  = 
  ∫   

 

 

 

 Εξ ορισµού,                   ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0
st stdf

L e f t e f t dt f sF s
dt

∞∞− −   = = − +     ∫   

Ενσωµατώνοντας κατά µέλη, έχουµε 

 

 δηλαδή    ( ) ( )0
df

L sF s f
dt

  = + 
 

 

 

(3.1)  

 

Λαµβάνοντας τον µετασχηµατισµό Laplace ενός παραγώγου έχουµε υποθέσει ότι η f  (t ) είναι 

συνεχής στο t  =  0, έτσι ώστε f ( 0
-
 )=  f  (0) =  f (0

+
). Το πλεονέκτηµα της χρήσης του 

µετασχηµατισµού Laplace κατά την εξέταση των διαφορικών εξισώσεων µπορεί εύκολα να 

φανεί, δεδοµένου ότι µας επιτρέπει να αντικαταστήσουµε την πράξη της διαφοροποίησης στην 

χρονική περιοχή µε µια απλή αλγεβρική πράξη στην περιοχή s.  

Σηµειώστε ότι για να συναγάγουµε το αποτέλεσµα (3,1), έχουµε υποθέσει ότι η f  (t ) είναι 

συνεχής, µε ένα τµηµατικά συνεχές παράγωγο d f  / dt , για ≥ 0 και ότι είναι επίσης εκθετικής 

τάξης ως t→∞.  

Παροµοίως, εάν και η f  (t ) και η d f  / d t  είναι συνεχείς στο t ≥ 0 και είναι εκθετικής τάξης ως 

t→∞, και d
2
 f  / d t 

2 
είναι τµηµατικά συνεχείς για t ≥ 0, τότε 

2 2

2 20 0
0 0

st st st

t

d f d f df df df df
L e e s e sL

dt dt dt dt dt dt

∞
∞ ∞− − −

→

       = + = − +            
∫ ∫  

 

το οποίο, κατά την χρήση της (5,12), δίνει ( ) ( )
2

2

0

0
t

d f df
L s sF s f

dt dt →

   = − + −       
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οδηγώντας στο αποτέλεσµα ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

12 2

2

0

0 0 0 0
t

d f df
L s F sf s F s sf f

dt dt →

   = − − = − −     
 

 

(3.2)  
 

Σαφώς, υπό τον όρο ότι η f  (t ) και τα παράγωγά της ικανοποιούν τους απαραίτητους όρους, 

αυτή η διαδικασία µπορεί να επεκταθεί για να ληφθεί ο µετασχηµατισµός Laplace της                        

f 
(n)

 (t ) =  d
n
 f  / d t

n
  στη µορφή 

( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 11 2

11

1

1
0 0 .... 0

2

0

nn n n n

n
in n

i

L f t s F s s f s f f

s F s s f

−− −

−−

=

= − − − − =

−∑
 (3.3)  

 

 

 

ένα αποτέλεσµα που µπορεί να αποδειχθεί εύκολα από την επαγωγή.  

Πάλι διαπιστώνεται ότι στον καθορισµό του µετασχηµατισµού Laplace της f 
(n)

 (t ) έχουµε  

υποθέσει ότι η f 
(n-1)

 (t ) είναι συνεχής. 

 

 

 

3.3 Μετασχηµατισµένες των ολοκληρωµάτων 
 

Σε µερικές εφαρµογές η συµπεριφορά ενός συστήµατος µπορεί να αναπαρασταθεί από µια 

ολοκληρωτικοδιαφορική εξίσωση, η οποία είναι µια εξίσωση που περιέχει και παράγωγα και 

ολοκληρώµατα άγνωστης µεταβλητής. Παραδείγµατος χάριν, το ρεύµα i σε ένα ηλεκτρικό 

κύκλωµα σε σειρά που αποτελείται από µια αντίσταση R, µια αυτεπαγωγή L και µια 

χωρητικότητα C, και που υπάγεται σε µια εφαρµοσµένη τάση E, δίνεται από 

 

( )
0

1 tdi
L iR i d

dt C
τ τ+ + = Ε∫   

 

Για να λυθούν τέτοιες εξισώσεις άµεσα, είναι βολικό να είµαστε σε θέση να λάβουµε τον 

µετασχηµατισµό Laplace των ολοκληρωµάτων όπως ∫
0

t

f (τ) d τ. 

 

Γράφοντας ( ) ( )
0

t

g t f dτ τ= ∫   

 

έχουµε ( ) ( ) ( ) ( ),g 0 0 , 0 0
dg dg

f t f t g
dt dt
= = = =   
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Η λήψη του µετασχηµατισµού Laplace,  ( ){ }dg
L L f t

dt

  = 
 

  

 

 

το οποίο, κατά την χρήση της (3,1), δίνει 

 
  

ή ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }1 1
L g t G s F s L f t

s s
= = =   

 

 

οδηγεί στο αποτέλεσµα 

 

  ( ){ } ( ){ } ( )
0

1 1t

L f d L f F s
s s

τ τ τ= =∫   

 
(3.4)  

Παράδειγµα 3.1  Να λάβετε  ( ){ }3

0
sin 2

t

L dτ τ τ+∫   

 

 

Σε αυτήν την περίπτωση f  (t ) =  t 
3
 +  ηµίτονο 2t, που δίνει  

( ) ( ){ } { } { }3

4 2

sin 2

6 2

4 4

F s L f t L t L t

s

= = + =

+
+

 

 

 

έτσι, από την (5,16),  

( ){ } ( ) ( )
3

5 20

1 6 2
sin 2

4

t

L dt F s
s s s s

τ τ+ = = +
+∫  

 

3.4 Συνήθεις ∆ιαφορικές Εξισώσεις 

 

Έχοντας λάβει τις εκφράσεις για το µετασχηµατισµό Laplace των παραγώγων, είµαστε τώρα σε 

θέση να χρησιµοποιήσουµε τις µεθόδους του µετασχηµατισµού Laplace για να λύσουµε τις 

συνήθεις γραµµικές διαφορικές εξισώσεις µε σταθερούς συντελεστές. Για να απεικονισθεί αυτό, 

θεωρήστε την γενική δεύτερης τάξης γραµµική διαφορική εξίσωση 

 

 ( ) ( )
2

2
0

d x dx
a b cx u t t

dt dt
+ + = ≥     (3.5) 

 

 

 

( ) ( )sG s F s=
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που υπόκειται στις αρχικές συνθήκες x (0) = x0, 
x́ (0) = v0 όπου ως συνήθως µια τελεία 

υποδηλώνει τη διαφοροποίηση αναφορικά µε το χρόνο t. Μια τέτοια διαφορική εξίσωση µπορεί 

να διαµορφώσει τη δυναµική κάποιων συστηµάτων για τα οποία η µεταβλητή x (t ) καθορίζει την 

απόκριση του συστήµατος στον όρο εξαναγκασµός  ή διέγερση u (t ). Οι όροι είσοδος 

συστήµατος και έξοδος συστήµατος χρησιµοποιούνται επίσης συχνά για u (t ) και x(t) 

αντίστοιχα. ∆εδοµένου ότι η διαφορική εξίσωση είναι γραµµική και έχει σταθερούς συντελεστές, 

ένα σύστηµα που χαρακτηρίζεται από ένα τέτοιο πρότυπο λέγεται ότι είναι ένα γραµµικό 

χρονικά αµετάβλητο σύστηµα.  

 

Η λήψη του µετασχηµατισµού Laplace κάθε όρου στο (3.5) δίνει 
 

 { } ( ){ }
2

2

d x dx
a bL cL x L u t

dt dt

 + + = 
 

 

 

 

το οποίο χρησιµοποιώντας τα (1.13) και (1.14) οδηγεί στο 

 
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 0 0 0a s X s sx x b sX s x cX s U s − − + − + =     

 

 

Η εκ νέου διάταξη, και η ενσωµάτωση των δεδοµένων αρχικών όρων, 

δίνει ( ) ( ) ( ) ( )2

0 0as bs c X s U s as b x aυ+ + = + + +   

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
0 0 5 0 6

1
s X s sx x sX s x X s

s
 − − + − + =    +

  

 

έτσι ώστε  

( ) ( ) ( ) 0 0

2

U s as b x a
X s

as bs c

υ+ + +
=

+ +
 (3.6) 

   

 

Η εξίσωση (1.18) καθορίζει τον µετασχηµατισµό Laplace  X (s ) της απόκρισης, από την οποία,  

παίρνοντας τον αντίστροφο µετασχηµατισµό, η επιθυµητή χρονική απόκριση x (t ) µπορεί να 

ληφθεί.  

Πρίν εξετάσουµε συγκεκριµένα παραδείγµατα, υπάρχουν µερικές παρατηρήσεις άξιες να 

αναφερθούν σε αυτό το στάδιο.  

(α) Όπως έχουµε σηµειώσει ήδη στην παράγραφο 3.1, ένα ευδιάκριτο πλεονέκτηµα της χρήσης 

του µετασχηµατισµού Laplace είναι ότι µας επιτρέπει να αντικαταστήσουµε την πράξη της 

διαφοροποίησης µε µια αλγεβρική πράξη. Συνεπώς, µε τη λήψη του µετασχηµατισµού Laplace 

του κάθε  όρου σε µια διαφορική εξίσωση, αυτή µετατρέπεται σε µια αλγεβρική εξίσωση στην 

µεταβλητή s. Αυτή µπορεί έπειτα να αναδιαταχθεί χρησιµοποιώντας τους αλγεβρικούς κανόνες 

για να ληφθεί µια έκφραση για τον µετασχηµατισµό Laplace της απόκρισης˙ η επιθυµητή 

χρονική απόκριση αποκτάται έπειτα µε τη λήψη του αντίστροφου µετασχηµατισµού.  
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(β) Η µέθοδος µετασχηµατισµού Laplace παράγει την πλήρη λύση στην γραµµική διαφορική 

εξίσωση, µε τις αρχικές συνθήκες να συµπεριλαµβάνονται αυτόµατα. Αυτό αντιπαραβάλλεται  

µε την κλασσική προσέγγιση, στην οποία η γενική λύση αποτελείται από δύο συστατικά, την 

συµπληρωµατική συνάρτηση και το µερικό ολοκλήρωµα, µε τις αρχικές συνθήκες να 

καθορίζουν τις ακαθόριστες σταθερές που συνδέονται µε τη συµπληρωµατική συνάρτηση. Όταν 

η λύση εκφράζεται µε τη γενική µορφή (3.6), καυτά την αντιστροφή ο όρος που περιλαµβάνει το 

U (s ) οδηγεί σε ένα µερικό ολοκλήρωµα εκείνη αυτός που περιλαµβάνει τα x0 και v0 δίνει µια 

συµπληρωµατική συνάρτηση. Ένα χρήσιµο δευτερεύον ζήτηµα είναι ότι λαµβάνεται µια ρητή 

λύση για τον µεταβατικό που απεικονίζει τις αρχικές συνθήκες.  

(γ) Η µέθοδος µετασχηµατισµού Laplace είναι ιδανικά κατάλληλη για την επίλυση των 

προβληµάτων αρχικών τιµών˙ δηλαδή γραµµικές διαφορικές εξισώσεις στις οποίες όλες οι 

αρχικές συνθήκες x (0),x (0), και τα λοιπά, στο χρόνο t  =  0, καθορίζονται. Η µέθοδος είναι 

λιγότερο ελκυστική για προβλήµατα συνοριακής τιµής, όταν οι συνθήκες στο x(t)  και τα 

παράγωγά του δεν καθορίζονται όλα στο t  =0, αλλά µερικές καθορίζονται σε άλλες τιµές της 

ανεξάρτητης µεταβλητής. Είναι ακόµα δυνατό, εντούτοις, να χρησιµοποιηθεί η µέθοδος µε την 

µετασχηµατισµού Laplace ανάθεση αυθαίρετων σταθερών σε µια ή περισσότερες από τις αρχικές 

συνθήκες και έπειτα να καθοριστούν οι τιµές χρησιµοποιώντας τις δεδοµένες συνοριακές 

συνθήκες.  

(δ) Πρέπει να σηµειωθεί ότι ο παρονοµαστής της δεξιάς πλευράς της (3.6) είναι η αριστερή  

πλευρά της (3.5) µε τον τελεστή d/dt  που έχει αντικατασταθεί από το s . Ο παρονοµαστής που 

εξισώνεται σε µηδέν επίσης αντιστοιχεί στη βοηθητική εξίσωση ή τη χαρακτηριστική εξίσωση 

που χρησιµοποιείται  στην κλασσική προσέγγιση. Με δεδοµένο ένα συγκεκριµένο πρόβληµα 

αρχικών τιµών, η διαδικασία λήψης µιας λύσης χρησιµοποιώντας τις µεθόδους µετασχηµατισµού 

Laplace είναι αρκετά απλή, και απεικονίζεται στο παράδειγµα 3.2.  

 

Παράδειγµα 3.2 Να λύστε τη διαφορική εξίσωση ( )
2

2
5 6 2 0

td x dx
x e t

dt dt

−+ + = ≥   

 

 

 

που υπόκειται στις αρχικές συνθήκες x  =  1 και dx / dt  =  0 t  =  σε 0,  

 

Λύση 

 

Η λήψη του µετασχηµατισµού Laplace ( ) ( )
2

2
5 6 2 td x dx

L L L x L e
dt dt

−   + + =   
  

  

 

 

 

οδηγεί στη µετασχηµατισµένη 

εξίσωση ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2
0 0 5 0 6

1
sX s sx x sX s x X s

s
− − + − + =       +

  

  

η οποία κατά την στην αναδιάταξη δίνει  
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Η ενσωµάτωση των δεδοµένων αρχικών συνθηκών x (0) =  1 και x (0)=  0 οδηγεί  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
5 6 5 0 0

1
s s X s s x x

s
+ + = + + +

+
  

∆ηλαδή 

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

2 5

1 2 3 3 2

s
X s

s s s s s

+
= +

+ + + + +   

 

 

 

Η επίλυση των λογικών όρων σε απλά κλάσµατα δίνει 

( ) 1 2 1 3

1 2 3 2

2 1 1 1

3 1 2 3

X s
s s s s

s s s s

= − + +
+ + + +

− = + −
+ + + +

  

 

Η λήψη των αντίστροφων µετασχηµατισµών δίνει την επιθυµητή λύση 

 

( ) ( )2 3
0

t t t
x t e e e t

− − −= + − ≥   

 

Σε γενικές γραµµές η διαδικασία που υιοθετείται στο παράδειγµα 3.2 για την επίλυση µιας 

γραµµικής διαφορικής εξίσωσης δεύτερης τάξης µε σταθερούς συντελεστές µεταφέρεται εύκολα 

στις υψηλότερης τάξης διαφορικές εξισώσεις. Μια γενική γραµµική διαφορική εξίσωση n-στής 

τάξης µπορεί να γραφτεί ως 

( ) ( )
1

1 01
.... 0

n n

n n n

d x d x
a a a x u t t

dt dt

−

− −+ + + = ≥    3.7 

 

                        

όπου an , a n-1, .....,a0 είναι σταθερές, µε an≠  0. Αυτό µπορεί να γραφτεί στην περισσότερο  

συνοπτική µορφή  

3.8   ( ) ( ) ( )q D x t u t=  

 

όπου το D υποδηλώνει τον τελεστή d/d t  και το q (D) είναι το πολυώνυµο 

( )
0

n
r

r

r

q D a D
=

=∑  

 

Ο στόχος είναι έπειτα να καθοριστεί η απόκριση x (t ) για µια δεδοµένη συνάρτηση 

εξαναγκασµού u (t ) που υπόκειται στο δεδοµένο σύνολο αρχικών συνθηκών 

( ) ( )'
' 0 0,1,.. 1

'
r

d x
D x c r n

dt

 = = = −  
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Παίρνοντας τις µετασχηµατισµένες Λαπλάς στο (3.8) και προχωρώντας όπως πριν οδηγούµαστε 

στο ( ) ( )
( )

p s
X s

q s
=   

 

 

όπου 

 

( ) ( )
1

1

0 1

n n
i r

r i

r i r

p s U s c a s
−

− −

= = +

= +∑ ∑  

 

Κατόπιν, σε γενικές γραµµές, µε τη λήψη του αντίστροφου µετασχηµατισµού, η επιθυµητή 

απόκριση x (t ) µπορεί να αποκτηθεί ως   

( ) ( )
( )

1
p s

x t L
q s

−
  

=  
  

  

 

 

 

Για τις διαφορικές εξισώσεις υψηλής τάξης η διαδικασία εκτέλεσης αυτής της αντιστροφής 

µπορεί να αποδειχθεί µάλλον κουραστική, και οι µέθοδοι πινάκων µπορούν να χρησιµοποιηθούν 

όπως υποδεικνύονται στην παράγραφο 2.4.  

Για να ολοκληρώσουµε αυτό το τµήµα, περαιτέρω επεξεργασµένα παραδείγµατα αναπτύσσονται 

προκειµένου να βοηθηθούµε στην παγίωση της κατανόησης αυτής της µεθόδου για την επίλυση 

των γραµµικών διαφορικών εξισώσεων. 

 

  

Παράδειγµα 3.3   H διαφορική εξίσωση ( )
2

2
6 9 sin 0

d x dx
x t t

dt dt
+ + = ≥    

 

που υπόκειται στις αρχικές συνθήκες x  =  0 και d x / dt  =  0 σε t  = 0. 

 

Λύση 

Η λήψη του µετασχηµατισµού Laplace           ( ) { }
2

2
6 9 sin

d x dx
L L L x L t

dt dt

   + + =   
  

 

 

οδηγεί στην εξίσωση ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 0 0 6 0s X s sx x sX s x − − + −      

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

2

1
6 9 6 0 0

1
s s X s s x x

s
+ + = + + +

+
  

 

η οποία κατά την αναδιάταξη δίνει 

  

Η ενσωµάτωση των δεδοµένων αρχικών συνθηκών x (0)=  x (0)=  0 οδηγεί στο   
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( )
( )( )22

1

1 3
X s

s s
=

+ +  

Η επίλυση στα απλά κλάσµατα δίνει  

 

 

( )
( )

3 31 2
50 10 25 502 2 2

1 1 1

3 1 13

s
X s

s s ss
= + + −

+ + ++   

 

( ) 3 31 2
50 10 25 502 2 2

3

1 1 1

3 1 1s s

s
X s

s s s s→ +

 = + + − + + + 
 

 

 

 

Η λήψη των αντίστροφων µετασχηµατισµών, χρησιµοποιώντας το θεώρηµα µετατόπισης, οδηγεί 

στην επιθυµητή λύση  

 

( ) ( )3 33 31 2
50 10 25 50

sin cos 0t tx t e te t t t− −= + + − ≥  

 

  

Παράδειγµα 3.4 

 

 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση ( )
3 2

3 2
5 17 13 1 0

d x d x dx
x t

dt dt dt
+ + = ≥   

 

που υπόκειται στις αρχικές συνθήκες x  =  d x / d t  =  1 και d
2
 x / d t

2
=  0 σε t  =  0,  

 

 

Λύση 
Η λήψη του  µετασχηµατισµού Laplace 

{ } { }
3 2

3 2
5 17 13 1

d x d x dx
L L L L x L

dt dt dt

     + + + =     
    

 

οδηγεί στην εξίσωση 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 2

2

0 0 0

5 0 0

1
17 0 13

s X s s x sx x

s X s sx x

sX s x X s
s

π π

− − −

 + − − 

+ − + =  

η οποία µε την αναδιάταξη δίνει 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 2

2

5 17 13

1
5 17 0 5 0 0

s s s X s

s s x s x x
s

+ + +

= + + + + + +
 

 



 40 

Η ενσωµάτωση των δεδοµένων αρχικών συνθηκών x (0)=  χ
�

  (0) =  1 και χ
��

 (0)=  0 οδηγεί στο 

 

 

( ) ( )
3 2

3 2

6 22 1

5 17 13

s s s
X s

s s s s

+ + +
=

+ + +  

Σαφώς το s  +  1 είναι ένας παράγοντας του s
3
 +  5 s

2 
+  17s  +  13, και µε την αλγεβρική 

διαίρεση έχουµε   

 

( ) ( )
3 2

2

6 22 1

( 1) 4 13

s s s
X s

s s s s

+ + +
=

+ + +  

 

Επιλύοντας σε απλά κλάσµατα, 

( )

( ) ( )
( )

81
13 5 1

65 2

81
13 5 1

65 2 2

44 7

1 4 13

44 2 27 3

1 2 3

s
X s

s s s s

s

s s s

+
= + − =

+ + +
+ −

= + −
+ + +

 

  

 

 

Η λήψη των αντίστροφων µετασχηµατισµών, χρησιµοποιώντας το θεώρηµα µετατόπισης, οδηγεί 

στη λύση 

( ) ( )( )281 1
13 5 65

44cos3 27sin 3 0t tx t e e t t t− −= + − − ≥  

 

3.5  Συστήµατα ∆ιαφορικών Εξισώσεων 

 

Στην εφαρµοσµένη µηχανική αντιµετωπίζουµε συχνά συστήµατα τα χαρακτηριστικά των οποίων 

διαµορφώνονται από ένα σύνολο ταυτόχρονων γραµµικών διαφορικών εξισώσεων µε σταθερούς 

συντελεστές. Η µέθοδος επίλυσης είναι ουσιαστικά η ίδια µε αυτήν που υιοθετείται στην 

παράγραφο 3.3 για την επίλυση µιας απλής διαφορικής εξίσωσης µε ένα άγνωστο. Με την λήψη 

του µετασχηµατισµού Laplace παντού, το σύστηµα των διαφορικών εξισώσεων 

µετασχηµατίζεται σε ένα σύστηµα αλγεβρικών εξισώσεων, οι οποίες λύνονται έπειτα για τις 

µετασχηµατισµένες µεταβλητές οι αντίστροφοι µετασχηµατισµοί δίνουν έπειτα τις επιθυµητές 

λύσεις.  
 

Παράδειγµα 3.5  
 

 Να λυθεί για t  ≥  0 τις διαφορικές εξισώσεις πρώτης τάξεως  

 

5 3 tdx dy
x y e

dt dt

−+ + + =    (3.9) 
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 2 3
dx dy

x y
dt dt
+ + + =    (3.10) 

 

 

 
που υπόκεινται στις αρχικές συνθήκες x  =  2 και y  =  1 σε t  =  0. 
 

 

Λύση 

 

Η λήψη του µετασχηµατισµού Laplace (1.21) και (1.22) δίνει 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0 0 5 3

2 0 0

sX s x sY s y X s Y s

sX s x sY s y X

− + − + + =

= − + − +  
 

  

 

Αναδιατάσσοντας και ενσωµατώνοντας τις δεδοµένες αρχικές συνθήκες x (0) = 2 και y (0) =  1 

οδηγούµαστε στα 

( ) ( ) ( ) ( ) 1 3 4
5 3 3

1 1

s
s X s s Y s

s s

+
+ + + = + =

+ +
 (3.11) 

 
 

 

( ) ( ) ( ) ( ) 3 5 3
2 1 1 5

s
s X s s Y s

s s

+
+ + + = + =   (3.12)  

 
Ως εκ τούτου, µε τη λήψη του µετασχηµατισµού Laplace, το ζεύγος των ταυτόχρονων 

διαφορικών εξισώσεων (3.9) και (3.10) στα x (t ) και y (t ) έχει µετασχηµατιστεί σε ένα ζεύγος 

ταυτόχρονων αλγεβρικών εξισώσεων (3.11) και (3.12) στις µετασχηµατισµένες µεταβλητές X(s) 

και Y (s ).  

Αυτές οι αλγεβρικές εξισώσεις µπορούν τώρα να λυθούν ταυτόχρονα για X (s ) και Y (s ) 

χρησιµοποιώντας τις τυποποιηµένες αλγεβρικές τεχνικές.  

Λύνοντας πρώτα για X (s ) δίνει 

( )
( ) ( )

2
2 14 9

2 1

s s
X s

s s s

+ +
=

+ −  

  
 

Επιλύοντας σε απλά κλάσµατα, 

 

( )
259 11

6 32

2 1
X s

s s s
= − +

+ −
  

 

το οποίο στην αντιστροφή δίνει 
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 ( ) ( )29 2511
2 6 3

0t tX t e e t−= − − + ≥       (3.13) 

 

Επιπλέον, επιλύοντας για Y (s ) δίνει ( )
( ) ( )( )

3 2
22 39 15

1 2 1

s s s
Y s

s s s s

− − −
=

+ + −   

 

 

Επιλύοντας σε απλά κλάσµατα, ( )
15 251 11
2 2 2 2

1 2 1
Y s

s s s s
= + + −

+ + −
  

 

το οποίο στην αντιστροφή δίνει ( ) ( )215 251 11
2 2 2 2

0t t ty t e e e t− −= + + − ≥   

 

 

 

Κατά συνέπεια η λύση στο δεδοµένο ζεύγος των ταυτόχρονων διαφορικών εξισώσεων είναι  

 

 

( )

( )

( )
29 2511

2 2 3

215 251 11
2 2 2 2

0

t t

t t t

X t e e

Y t e e e
t

−

− −

=− − +

= + + −

  
≥ 

  
 

 

Σηµείωση: Κατά την επίλυση ενός ζεύγους των ταυτόχρονων διαφορικών εξισώσεων πρώτης 

τάξης όπως οι (3.9) και (3.10), µια εναλλακτική προσέγγιση για την απόκτηση της τιµής της y(t) 

έχοντας αποκτήσει την x (t) είναι να χρησιµοποιήσουµε τις (3.9) και (3.10) άµεσα.  

Η εξάλειψη του dy / dt  από την (3.9) και την (3.10) δίνει  

 

2 4 3 tdx
y x e

dt

−= − − +   

 

 

Η αντικατάσταση της λύσης που λαµβάνεται στην (3.13) για την x (t ) δίνει 

 

( ) ( )2 225 9 2511 11
3 3 2 6 3

2 4 3t t t t ty e e e e e− − −= + − − − + − +   

 

 

  

οδηγώντας όπως πριν στη λύση  
215 251 11

2 2 2 2

t t t
y e e e

− −= + + −  

Μια περαιτέρω εναλλακτική λύση είναι να εκφράσει την (3.11) και την (3.12) µε µορφή πίνακα 

και να λύσουµε για X (s ) και Y (s ) χρησιµοποιώντας την απαλοιφή κατά Gauss. 
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Παράδειγµα 3.6 
 Η χρήση των µεθόδων µετασχηµατισµού Laplace λύνει για t  ≥  0 τις ακόλουθες διαφορικές 

εξισώσεις, που υπόκεινται στις καθορισµένες αρχικές συνθήκες: 

 

  23  µε συνθήκη 2 για 0tdx
x e x t

dt

−+ = = =  

 

 

                                                                        Λύση 

α)  

( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( ){ }1 2 3

1 2 5
3 2

2 2

2 5 1 1

2 3 2 3

t t

s
s X s

s s

s
X s

s s s s

x t L X s e e
− − −

+
+ = + =

+ +
+

= = +
+ + + +

= = +

 

β) 

 

1
3

3 4 sin 2   µε συνθήκη  για 0
dx

x t x t
dt
− = = =   

 

 

Λύση 
 

γ)                                  

( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( ){ } 4
3

2

2 2

2 35 3 4
26 26 26

22

1

2 6
3 4 1

4 4

6

3 4 43 4 4

35 3 2
cos 2 sin 2

78 26 3

t

s
s X s

s s

ss
X s

s ss s

x t L X s e t t
−

+
− = + =

+ +
++

= = −
− +− +

 = = − + 
 

  

 

 
2

2
2 5 1 µε συνθήκη 0  0 για 0

d x dx dx
x x t

dt dt dt
+ + = = = =και   

 

 

 Λύση 
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( ) ( )
( ) ( )
( )

( ) ( ){ }

1
5

22

11
25

2 2

1

1 1 2

5 2 52 5

1 21

5 1 2

1 1
1 cos 2 sin 2

5 2

t t

s
X s

s s ss s s

s

s s

x t L X s e t e t
− − −

+
= = − =

+ ++ +

+ +
= −

+ +

 = = − − 
 

  

 

 

 

δ)          
2

2
2 4cos 2   µε συνθήκη 0  2 για 0

d y dy dy
t y t

dt dt y dt
+ = = = =

+
και   

 

 

Λύση 

( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

2
2

2 2

2 2

612
25 5

4 2 4 8
2 1 2

4 4

2 4 8

1 2

1 4

s s s
s s X s

s s

s s
X s

s s

s s

+ +
+ + = + =

+ +
+ +

= =
+ +

= +
+ +

  

 

 

    ε)                            

( ) ( )

( )
( ) ( )

2
2

2

2

2 22

4 2 4 8
2 1 2

4 4

2 4 8 1 12 32

25 41 2

s s s
s s X s

s s

s s s
X s

ss s

+ +
+ + = + =

+ +
+ + − = −  + + +

  

 

 

 
2

4

2
3 2 2  µε συνθήκη 0 1 0td x dx dx

x e x t
dt dt dt

−− + = = = =και στο   

Λύση 
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( ) ( )

( )
( )( ) ( )

( ) ( ){ }

2

71 4
15 5 3

1 4 2

2 6
3 2 1

4 4

6

4 1 2 4 1 2

1 7 4

15 5 3

t t t

s
s s X s

s s

s
X s

s s s s s s

x t L X s e e e
− −

+
− + = + =

+ +
+

= = − +
+ − − + − −

= = − +

  

 

 

 

 

Στ) 
2

2
2 3 3  µε συνθήκη 0 1 0

d y dy dy
y t y t

dt dt dt
+ + = = = =και στο   

 

Λύση 

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ){ }

2

2

2 2 2 4
3 3 3

2 22 2

1
2

23

2 2

1

3
2 3 1

3 1

2 32 3

1 21 2

3 2 3

2 2 1
cos 2 sin 2

3 3 2

t

s s Y s
s

ss
Y s

s s s ss s s

s

s s s s

y t L Y s t e t t−

+ + = +

− ++
= = + + =

+ ++ +

 + −−  + +
 + +
 

 
= = + + + 

 

  

ζ) 
 

2
2 2

2

1
4 4  µε συνθήκη 0 0

2

td x dx dx
x t e x t

dt dt dt

−+ + = + = = =και στο   

 

 

Λύση 

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

( ) ( ){ }

2

3

5 4 3 2 2 4
3 3 3

3 2 23

3 1 31 1
8 82 2 4

2 32 3

1 2 2 2 2 2

1 2 1
4 4 2

2 2

6 10 4 8 1

2 32 2

1

2 2 2

3 1 1 1 3 1

8 2 4 8 4 2

t t t

s s X s s
s s

ss s s s
X s

s s s ss s

s s s s s s

x t L X s t t e te t e
− − − −

+ + = + + +
+

− ++ + + +
= = + +

+ ++

= − + + +
+ + +

= = − + + + +
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η)      
2

2
9 12 5 1 µε συνθήκη 0 0 0

d x dx dx
x x t

dt dt dt
+ + = = = =και στο   

 

 

Λύση 

( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( ){ } 2
3

1 1 4
5 5 15

3 2
2 2 154

3 93 9

2 21
3 35

2 2
2 1
3 3

1

1
9 12 5

1

9

1

5

1 1 1 1
cos 2sin

5 5 3 3

t

s s X s
s

s
X s

s ss s s

s

s s

x t L X s e t t
−−

+ + =

+
= = −

+ ++ +

 + + = −
+ +

 = = − + 
 

  

 

 

θ) 
2

4

2
3 2 2 µε συνθήκη 0 1 0td x dx dx

x e x t
dt dt dt

−− + = = = =και στο  

 

 

Λύση 

( ) ( )

( ) ( )( )( )

( ) ( ){ }

3 2

2

3 2 9
20

2 22 2

1

1 1 1
9

2 10 18 1 7 25 1 9

1 16 1 80 99 1 1

9 7 25 1 3
cos sin cos3 sin 3

20 16 16 80 80

t

s
s s s s

s

s s s s s
X s

s s ss s s

x t L X s e t t t t
− −

+ + + = + + +
+

+ + + − +
= = − −

+ + ++ + +

= = − + − −

  

 

 
Παράδειγµα 3.7  Χρησιµοποιώντας τις µεθόδους µετασχηµατισµού Laplace, να λυθούν για t  ≥ 0 

τα ακόλουθα συστήµατα διαφορικών εξισώσεων που υπόκεινται στις δεδοµένες αρχικές 

συνθήκες:  

 

α) 

3 3 2 2

2 1 µε συνθήκη 0 1 0

tdx dy
x e

dt dt

dx dy
y x y t

dt dt

− − =

+ − = = = =και στο
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Λύση 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 6 5
3 2 3 6

1 1

1 3 1
2 2 1 3

s
s X s sY s

s s

s
sX s s Y s

s s

−
− + = + =

− −
+

+ − = + =
  

 

β)  
( )

1
3

1 3 9 3 3
3 3

2 2 2 2 2

3 1

2 2

t t t t

t

x t e e e e e

e e

 = − − + + − −  

= −

 

3
3 1

2 2

t
te e= −

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ){ }

2

2 2

16 914 141
5 5 10 52

141
52

1

lim

1 3 1
2 1 3

3 3 2 2 1

6 5 3 2 3 1

1

9 3 2 6 5

3 1 2 1 3 1 2

1

3 1 2 1 3 1 2

1

1 3 2

1 3
1

2 2

t t

E X s

s
sX s s Y s

s s

s s s Y s

s s s s

s s

s s s s
Y s

s s s s s s

s s s s s s

s s s

y t L Y s e e
−

+
+ − = + =

 − − − 
− − +

= −
−

− − −
= −

− − − − −

−   
= − + + − − + + =   − − − − −   

− + +
− −

= = − + +

 

 

 

Λύση 

 

 

3 2 3sin 5cos

2 sin cos  µε συνθήκη 0 1 0

dx dy
x t t

dt dt

dx dy
y t t x y t

dt dt

+ − = +

+ + = + = = − =και στο
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( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )
( )( ) ( ) ( )( )

2 2 2

2

2

2 2

1
3 2 1 2 5 2 1

1

3 7 2 3 1

2 1 1 1 1

s s s X s s s s s s s
s

s s s
X s

s s s s s

  − + − = − + + + − − +   +
+ + +

= =
+ − + − +

  

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2 2 2

2

2 2 2

3 5 5 2
3 2 1

1 1 1

1
2 1 1

1 1 1

s s s
s X s sY s

s s s

s s s
sX s s Y s

s s s

− + +
− + = − + + =

− + +
− +

+ + = − + = =
+ + +

  

 

 

γ) 

3

4 1 µε συνθήκη 1 0 0

dx dy
y t

dt dt

dx dy
x x y t

dt dt

+ + =

+ + = = = =και στο
 

Λύση   

 

( ) 2sin 4cos 2

2sin 4cos 4 4 4cost 2sint 2sin

dx
y t t x

dt

t t e

= − − − +

= − − − + − +

 

 

 

 
4.1 Ηλεκτρικά κυκλώµατα  
 

Τα παθητικά ηλεκτρικά κυκλώµατα κατασκευάζονται µε τρία βασικά στοιχεία: αντιστάσεις (που 

έχουν αντίσταση R, η οποία µετριέται σε ohms (Ω) πυκνωτές, (που έχουν χωρητικότητα C, η 

οποία µετριέται σε farads F) και πηνία (που έχουν αυτεπαγωγή L, η οποία µετριέται σε henries 

H), µε  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2 2

1 1
1 1

1 1
1 4 1

s
sX s s Y s

s s

s
s X s sY s

s s

+
+ + = + =

+
+ + = + =

  

τις συσχετισµένες µεταβλητές να είναι το ρεύµα  i (t ) (που µετριέται σε amperes Α) και η τάση 

v (t ) (που µετριέται σε volts V). Η ροή του ρεύµατος στο κύκλωµα  

 

( )
( )( )

( ) ( ){ } 3

2

1

3 2 3 3 1 9

1 3 1 1 3 1

3 3
t

t

s s
X s

s s s s s s

x t L X s e e
−

− + −
= = − +

− + − +

= = − + +
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συσχετίζεται µε το φορτίο q (t ) (που µετριέται σε coulombs C) από τη σχέση 

 

  

( ) ( )

3 3

3

3

1
4 1 3

4

1
4 1 3 3 3 3

4

1 3
1 , 3 3

2 2

t t

t

t

t t

t t

dx
y t x

dt

t e e e e

y t t e x t e e

− −

−
−

 = − + +  

 = − − + + − + 

⇒ = − − + = − + +

 

 

Συµβατικά, τα βασικά στοιχεία αναπαρίστανται συµβολικά όπως στο σχήµα 4.1.  

  

Σχήµα 4.1  Συστατικά στοιχεία ενός ηλεκτρικού κυκλώµατος. 

 
 

Η σχέση µεταξύ της ροής του ρεύµατος i (t ) και των πτώσεων τάσης v (t ) σε  

αυτά τα στοιχεία στο χρόνο t  είναι 

 

πτώση τάσης στον αντιστάτη =  Ri  (νόµος του Ohm)  

 

πτώση τάσης στον πυκνωτή = 
1

C
∫ i  d t = 

q

C  

 

Η αλληλεπίδραση µεταξύ των µεµονωµένων στοιχείων που αποτελούν ένα ηλεκτρικό κύκλωµα 

καθορίζεται από τους νόµους του Kirchhoff:  

 

Νόµος 1 
 

Το αλγεβρικό άθροισµα όλων των ρευµάτων που εισάγονται σε οποιαδήποτε επαφή (ή κόµβο) 

ενός κυκλώµατος είναι µηδέν.  

 

Νόµος 2 
 

Το αλγεβρικό άθροισµα των πτώσεων τάσης γύρω από οποιοδήποτε κλειστό βρόχο (ή διαδροµή) 

σε ένα κύκλωµα είναι µηδέν.  
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Η χρήση αυτών των νόµων οδηγεί στις εξισώσεις κυκλώµατος, οι οποίες µπορούν έπειτα να 

αναλυθούν χρησιµοποιώντας τις τεχνικές µετασχηµατισµού Laplace. 

 

Παράδειγµα 4.1 
 Το κύκλωµα LCR  του σχήµατος 1.8 αποτελείται από µια αντίσταση R, έναν πυκνωτή C  και ένα 

πηνίο L συνδεµένα σε σειρά µαζί µε µια πηγή τάσης e (t ). Πριν από το κλείσιµο του διακόπτη σε 

χρόνο t  =  0, και το φορτίο στον πυκνωτή και το προκύπτον ρεύµα στο κύκλωµα είναι µηδέν. 

Καθορίστε το φορτίο q (t ) στον πυκνωτή και το προκύπτον ρεύµα i (t ) στο κύκλωµα στο χρόνο t  

δεδοµένου ότι R  =  160ƒ Ω, L  =  1 H, C  =  10 -4 F και e (t ) =  20 V.  

 
Σχήµα 4.2 Κύκλωµα LCR του παραδείγµατος 4.1. 

 

 
Λύση Η εφαρµογή του δεύτερου νόµου Kirchhoff στο κύκλωµα του σχήµατος 4.2 δίνει  

( )1di
Ri L i dt e t

dt c
+ + =∫   (4.1) 

 

 

ή, χρησιµοποιώντας το i = dq/dt, ( )
2

2

1d q dq
L R q e t

dt dt c
+ + =   

 

Η αντικατάσταση των δεδοµένων τιµών για τα L, R, C, και e (t) δίνει 
2

4

2
160 10 20

d q dq
q

dt dt
+ + =  

 

Η λήψη του µετασχηµατισµού Laplace παντού οδηγεί στην εξίσωση 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 4 20
160 10 0 0 160 0s s Q s sq q q

s
+ + = + + +      

 

 

όπου το Q (s) είναι ο µετασχηµατισµός του q (t). Μας δίνεται ότι το q (0) = 0 και το r (0) = i (0) 

= 0, έτσι ώστε αυτό µειώνεται σε 

( ) ( )2 4 20
160 10s s Q s

s
+ + =   

 

δηλαδή  
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( ) ( )2 4

20

160 10
Q s

s s
=

+ +   

 

 

Η επίλυση σε απλά κλάσµατα δίνει 

( )

( ) ( )
( ) ( )

1
500 1

500 2 4

4 4
3 31 1

500 5002 2 2 2

80

160

160 10

80 601 1

6080 60 s s

s
Q s

s s s

s s

s s ss → +

+
= −

+ +

 + +  + 
= − = −    ++ +      

  

 

   

 

Η λήψη των αντίστροφων µετασχηµατισµών, χρησιµοποιώντας το θεώρηµα µετατόπισης 

(θεώρηµα 1.2), δίνει ( ) ( )80 801 4
500 3

1 cos 60 sin 60
t t

q t e t e t
− −= − −   

 

Το προκύπτον ρεύµα i(t) στο κύκλωµα δίνεται έπειτα από  

( ) 801
3

sin 60tdq
i t e t

dt

−= =   

 

Σηµειώστε ότι θα µπορούσαµε να έχουµε καθορίσει το ρεύµα λαµβάνοντας το µετασχηµατισµό 

Laplace στο (1,26). Η αντικατάσταση των δεδοµένων τιµών για L, R , C  και e (t ) και η χρήση 

της (1.26) οδηγούν στην µετασχηµατισµένη εξίσωση 

( ) ( ) ( )
410 20

160I s sI s I s
s s

+ + =   

  

∆ηλαδή 

( )
( )2

2 2

20

80 60
I s

s s
=

+ +   

 

( )
( )

( ) ( )2
2 2

20
sin 0 0

80 60
I s sQ s ce q

s s
= ⇐ =

+ +    

το οποίο, λαµβάνοντας τις αντίστροφες µετασχηµατισµένες, δίνει όπως πριν 

 

( ) 801
3

sin 60ti t e t−=   

 

Παράδειγµα 4.2 

Στο παράλληλο δίκτυο του σχήµατος 4.3 δεν υπάρχει καµία ροή του ρεύµατος σε κανέναν βρόχο 

πριν από το κλείσιµο του διακόπτη στο χρόνο t  =  0.  Συνάγετε τα ρεύµατα i 1 (t ) και   i 2 (t ) που 

ρέουν στους βρόχους στο χρόνο t. 
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Σχήµα 4.3  Παράλληλο κύκλωµα του Παραδείγµατος 4.2. 

 
  

Λύση    Η εφαρµογή του πρώτου νόµου Kirchhoff στον κόµβο X  δίνει 

 

i =  i1 + i2 

 

Η εφαρµογή του δεύτερου νόµου Kirchhoff σε κάθε έναν από τους δύο βρόχους δίνει στη 

συνέχεια 

 

( ) ( )1 2 1 1 2 2 1

2
2 3 2 2 1

200

0

d
Ri i i L i i R i

dt

di
L R i R i

dt

+ + + + =

+ − =
  

 

 

Η αντικατάσταση των δεδοµένων τιµών για τις αντιστάσεις και τις αυτεπαγωγές δίνει 

1 2
1 2

2
1 2

56 40 400

8 10 0

i i

i i

di di

dt dt

di

dt

 + + + =  
 
 − + =
  

   (4.2) 

 

Η λήψη του µετασχηµατισµού Laplace και η ενσωµάτωση των αρχικών συνθηκών                          

i 1 (0) =  i 2 (0)=  0 οδηγεί στις µετασχηµατισµένες εξισώσεις 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2

400
56 40 8 10 0s I s s I s I s s I s

s
+ + + = ⇒ − + + =    (4.3)  

 

Ως εκ τούτου  

( ) ( ) ( )( )2

3200 3200

59.1 14.974 880
I s

s s ss s s
= =

+ ++ +   (4.4) 

 

 

Η επίλυση σε απλά κλάσµατα δίνει  
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( )2

3.64 1.22 4.86

59.1 14.9
I s

s s s
= + −

+ +
  

 

το οποίο, κατά την λήψη των αντίστροφων µετασχηµατισµών, οδηγεί στο 

( ) 59.1 14.9

2 3.64 1.22 4.86t ti t e e− −= + −   

 

Από την (1.27), 

( ) 21
1 28

10
di

i t i
dt

 = + 
 

  

 

δηλαδή 

( ) 59.1 14.9

1 4.55 7.49 2.98t ti t e e− −= − +   

  

Σηµειώστε ότι καθώς t →∞, τα ρεύµατα i 1 (t ) και i2 (t ) πλησιάζουν τις σταθερές τιµές 4,55 και 

3,64 Α αντίστοιχα. (Σηµειώστε ότι i (0) =  i1 (0) +  i2 (0) ≠ 0 λόγω των λαθών στρογγυλοποίησης 

στον υπολογισµό.)  

 

 

Παράδειγµα 4.3 Μια τάση e (t ) εφαρµόζεται στο αρχικό κύκλωµα στο χρόνο t  =  0, και η 

αµοιβαία επαγωγή M οδηγεί το ρεύµα i2 (t ) στο δευτεροβάθµιο κύκλωµα του σχήµατος 1.10. 

Εάν, πριν από το κλείσιµο του διακόπτη, τα ρεύµατα και στα δύο κυκλώµατα είναι µηδέν, 

καθορίστε το επαγώµενο ρεύµα i2 (t ) στο δευτεροβάθµιο κύκλωµα στο χρόνο t  όταν                     

R1 =  4Ω, R2 =  10Ω, L1 =  2 H, L2 =  8 H, M  =  2 H και e (t )=  28 ηµίτονο 2 t V.  

 

 

Σχήµα 4.4 Κύκλωµα του Παραδείγµατος 4.3. 

 
  

Λύση 
 Η εφαρµογή του δεύτερου νόµου Kirchhoff στα αρχικά και δευτεροβάθµια κυκλώµατα δίνει 

αντίστοιχα 
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( )1 2
1 1 1

2 1
2 2 2 0

di di
R i L M e t

dt dt

di di
R i L M

dt dt

+ + =

+ + =
  

  

Η αντικατάσταση των δεδοµένων τιµών για τις αντιστάσεις, τις αυτεπαγωγές και την 

εφαρµοσµένη τάση οδηγεί στο  

 

1 2
1

1 2
2

2 4 28sin 2

2 8 10 0

di di
i t

dt dt

di di
i

dt dt

+ =

+ + =
 

Η λήψη του µετασχηµατισµού Laplace και σηµειώνοντας ότι i 1 (0) =  i 2 (0)=  0 οδηγεί στις 

εξισώσεις  

 

(s+2)I1 (s)+sI2 (s)= 2

28

4s +
  (4.5) 

 

 

sI1 (s)+(4s+5)I2 (s)=0    (4.6) 

  

Η επίλυση για I 2 (s ) παράγει 

 

( ) 2

28

(3 10)( 1)(s 4)

s
I s

s s
= −

+ + +  

Η επίλυση σε απλά κλάσµατα δίνει 

 

( )2 2

45 4

7 2617 5

3 10 1 85 4

s
I s

s s s

−
= − + −

+ + +
 

 

 Η λήψη των αντίστροφων µετασχηµατισµού Laplace δίνει το ρεύµα στο δευτεροβάθµιο 

κύκλωµα όπως  

i2(t) = 
4

5
e

-t  
-  

15

17
e

-10t/3
   +

7

85
 cos2t -  

91

85
 sin2t 

Καθώς t →∞, το ρεύµα θα πλησιάσει την ηµιτονοειδή απόκριση 

 

i2(t)= 
7

85
 cos2t-  

91

85
 sin2t 
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4.2 Μηχανικές δονήσεις  
Τα µηχανικά µεταφορικά συστήµατα µπορούν να χρησιµοποιηθούν για να διαµορφώσουν πολλές 

καταστάσεις, και περιλαµβάνουν τρία βασικά στοιχεία: µάζες  (που έχουν µάζα M µετρηµένη σε 

kg), ελατήρια (που έχουν ακαµψία ελατηρίου K, που µετριέται σε Nm
-1

) και αποσβεστήρες  

(που έχουν συντελεστή απόσβεσης B, που µετριέται σε Nsm
-1

). Οι σχετικές µεταβλητές είναι 

εκτόπισµα  x (t ) (που µετριέται σε m) και δύναµη F (t ) (που µετριέται σε Ν). Συµβατικά, τα 

βασικά στοιχεία αναπαρίσταται συµβολικά όπως στο σχήµα 4.5.  

 

 

Σχήµα 4.5  Συστατικά στοιχεία ενός µεταφορικού µηχανικού συστήµατος. 

 
 

 

Υποθέτοντας οτι εξετάζουµε τα ιδανικά ελατήρια και τους αποσβεστήρες (δηλαδή υποθέτοντας 

οτι αυτά συµπεριφέρονται γραµµικά), οι σχέσεις µεταξύ των δυνάµεων και των εκτοπισµάτων 

στο χρόνο t  είναι: 

  

µάζα: F M=  

2

2

d x

dt  M=
..

x   (Νόµος Newton)  

 

ελατήριο: ( )2 1F K x x= −        (Νόµος Hooke)  

 

αποσβεστήρας: F B=  2 1d x dx

dt dt

 
− 

 
 ( )2 1B x x= −   

 

 

Η χρήση αυτών των σχέσεων οδηγεί στις εξισώσεις συστηµάτων, οι οποίες µπορούν έπειτα να 

αναλυθούν χρησιµοποιώντας τις τεχνικές του Μετασχηµατισµού  Laplace.  

 

 

Παράδειγµα 4.4 

 

 Η µάζα του συστήµατος µάζα-ελατήριο-αποσβεστήρας του σχήµατος 4.5 (α) υποβάλλεται σε 

µια εξωτερικά εφαρµοσµένη περιοδική δύναµη F (t)  = 4 ηµωt  στο χρόνο t  =  0. Καθορίστε το 

προκύπτον εκτόπισµα x (t ) της µάζας στο χρόνο t, δεδοµένου οτι  x (0)=  x́  (0)=  0, για τις δύο 

περιπτώσεις 

 

(α) ω =  2       (β) ω =  5  

 

Στην περίπτωση ω =  5, τι θα συνέβαινε στην απόκριση εάν ο αποσβεστήρας έλειπε;  
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Σχήµα 4.6 Το σύστηµα µάζα-ελατήριο-αποσβεστήρας του Παραδείγµατος 4.4. 

 

  

Όπως υποδεικνύεται στο σχήµα 4.6 (β), οι δυνάµεις που ενεργούν στη µάζα M  είναι η 

εφαρµοσµένη δύναµη F (t ) και οι δυνάµεις επαναφοράς F1 και F2 λόγω του ελατηρίου και του 

αποσβεστήρα αντίστοιχα. Κατά συνέπεια, από το νόµο Newton,  

 

 

Αφού M  =  1, F (t ) = 4 ηµωt , F 1 (t) =  Kx (t) = 25 x (t) και F 2 (t) =  B x́ (t) =6x́ (t), αυτό δίνει  

 
.. .

(t) 6 (t) 25 (t) 4sinx x x tω+ + =
    (4.7) 

 

ως την διαφορική εξίσωση που αναπαριστά την κίνηση του συστήµατος.  

 

Η λήψη του Μετασχηµατισµού  Laplace παντού στην (1.32) δίνει  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

2 2

4
6 25 0 0 6 0s s X s sx x x

s

ω
ω

+ + = + + +   +
 

 

όπου X (s ) είναι η µετασχηµατισµένη του x (t ). Η ενσωµάτωση των δεδοµένων αρχικών 

συνθηκών x (0)=  x́  (0)=  0 οδηγεί στο  

 

( )
( )( )( )2 2

28

3 10 1 4

s
s

s s s
Ι = −

+ + +
      

( ) ( ) ( )2 2 2

4

6 25
X s

s s s

ω
ω

= −
+ + +

  (4.8) 

  

 

Στην περίπτωση (α), µε ω =  2, η (4.8) δίνει   
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X(s)= 
2 2

8

( 4)(s 6 25)s s
−

+ + +
           

 

η οποία, κατά την επίλυση σε απλά κλάσµατα, οδηγεί στο 

 

 

2 2

2 2

4 4 14 2 8 20
( )

195 s 4 195 6 25

4 4 14 2 8( 3) 4

195 s 4 195 ( 3) 16

s s
X s

s s

s s

s

− + +
= +

+ + +

− + + −
= +

+ + +
         

 

 

Η λήψη των αντίστροφων του Μετασχηµατισµού  Laplace δίνει την απαραίτητη απόκριση  

 

 

34 2
( ) (7sin 2 4cos 2 ) (8cos 4 sin 4 )

195 195

tX s t t e t t−= − + −
     (4.9) 

 

 

  

Στην περίπτωση (β), µε ω =  5, η (1.33) δίνει 

 

    
2 2

20
X(s)

( 25)(s 6 25)s s
= −

+ + +
              (4.10) 

 

 

 

δηλαδή 

2 2

2

1 2( 3) 615(s)
s 25 15 ( 3) 16

s
s

X
s

− + +
= +

+ + +
         

  

η οποία, κατά την λήψη των αντίστροφων του Μετασχηµατισµού  Laplace, δίνει την απαραίτητη 

απόκριση  

 

 

32 1 3
( ) cos5 (2cos 4 sin 4 )

15 15 2

tX s t e t t−= − + +
    (4.11) 

 

 

Εάν ο όρος απόσβεσης έλειπε έπειτα η (1.35) θα γινόταν 

2 2

20
(s)

(s 25)
X = −

+
        (4.12) 
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Από το θεώρηµα 1.3, 

{ } { } 2
cos5 cos5

25

d d s
L t t L t t

ds ds s

 = =  + 
 

 

δηλαδή  

{ }
( ) ( )

{ }
( )

2

2 22 22 2

2
2

1 2 1 50
cos5

25 2525 25

1 50
sin 5

5 25

s
L t t

s ss s

L t
s

= − + = −
+ ++ +

= −
+

  

 

 

Κατά συνέπεια, από την ιδιότητα της γραµµικότητας (1,11), 

 

( )22

1 50
sin 5 cos5

5 25
L t t t

s

 − = 
  +

          

 

έτσι ώστε η λήψη των αντίστροφων του Μετασχηµατισµού  Laplace στην (1.37) δίνει την 

απόκριση ως 

 

2
( ) (sin 5 5 cos5 )

25
X s t t t= −

 
 

Λόγω του όρου t συνηµίτονο 5 t, η απόκριση x (t) είναι µη φραγµένη καθώς t →∞. Αυτό 

προκύπτει επειδή σε αυτήν την περίπτωση η εφαρµοσµένη δύναµη F(t) = 4 ηµίτονο 5t είναι σε 

συντονισµό µε το σύστηµα (δηλαδή την παλλόµενη µάζα), η φυσική ταλαντευόµενη συχνότητα 

του οποίου είναι 5/2 πHz, ίση µε αυτή της εφαρµοσµένης δύναµης. Ακόµη και παρουσία της 

απόσβεσης, το εύρος της απόκρισης του συστήµατος µεγιστοποιείται όταν η εφαρµοσµένη 

δύναµη πλησιάζει τον συντονισµό µε το σύστηµα. (Αυτό αφήνεται ως άσκηση για τον 

αναγνώστη.) Ελλείψει της απόσβεσης έχουµε την οριακή περίπτωση του καθαρού συντονισµού, 

που οδηγεί σε µια µη φραγµένη απόκριση. Όπως σηµειώνεται στο τµήµα 10.10.3 του Modern 

Engineering Mathematics, ο συντονισµός είναι πρακτικής σπουδαιότητας, αφού, παραδείγµατος 

χάριν, µπορεί να οδηγήσει στο να καταρρέουν µεγάλες και ισχυρές δοµές κάτω από αυτή που 

φαίνεται να είναι µια σχετικά µικρή δύναµη.  

 

Παράδειγµα 4.5 Εξετάστε το µηχανικό σύστηµα του σχήµατος 4.7 (α), το οποίο αποτελείται από 

δύο µάζες M1 =  1 και M2 =  2, κάθε µια συνδεδεµένη µε µια σταθερή βάση µε ένα ελατήριο, που 

έχει τις σταθερές K1 = 1 και K3 = 2 αντίστοιχα, και συνδεδεµένες η µια µε την άλλη µε ένα τρίτο 

ελατήριο που έχει τη σταθερά K2 = 2. Το σύστηµα απελευθερώνεται από ακινησία στο χρόνο t  =  

0 σε µια θέση στην οποία η M1 µετατοπίζεται 1 µονάδα αριστερά της θέσης ισορροπίας της και η 

M2 µετατοπίζεται 2 µονάδες δεξιά της θέσης ισορροπίας της. Αγνοώντας όλες τις επιδράσεις της 

τριβής, καθορίστε τις θέσεις των µαζών στο χρόνο t. 
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Σχήµα 4.7 Το σύστηµα δύο µαζών του Παραδείγµατος 4.5.  

 

Λύση 

 

 Έστω οτι τα x1 (t ) και x2 (t ) υποδηλώνουν τις µετατοπίσεις των µαζών M1 και M2 αντίστοιχα 

από τις θέσεις ισορροπίας τους. ∆εδοµένου οι επιδράσεις της τριβής αγνοούνται, οι µόνες 

δυνάµεις που ενεργούν στις µάζες είναι οι δυνάµεις επαναφοράς λόγω των ελατηρίων, όπως 

φαίνεται στο σχήµα 4.7 (β). Η εφαρµογή του νόµου Newton στις κινήσεις των M1 και M2 

αντίστοιχα δίνει 
..

11 2 1 2 2 1 1 1( ) KM x F F K X X X= − = − −
 

..

22 3 2 3 2 2 2 1K ( )M x F F X K X X= − − = − − −
 

 

  

το οποίο, µε την αντικατάσταση των δεδοµένων τιµών για M 1, M 2, K 1, K 2 και K 3, δίνει   
..

1 1 23 2 0x x x+ − =    (4.13) 
 

..

2 2 12 4 2 0x x x+ − =   (4.14) 
 

Η λήψη του Μετασχηµατισµού  Laplace οδηγεί στις εξισώσεις  

 

( ) ( ) ( ) ( )
.

2
11 2 13 2   0 (0)  s X s X s s X X+ − = − +   

 

 

( ) ( ) ( ) ( )2

21

.

2 22   0 0) ( X s s X s sX X− + + = +  

 

 
 

Αφού τα x1 (t ) και x2 (t ) υποδηλώνουν τις µετατοπίσεις στα δεξιά των θέσεων ισορροπίας,  

έχουµε x1 (0) = - 1 και x2 (0) =  2. Επίσης, το σύστηµα απελευθερώνεται από την ακινησία, έτσι 
x́

1 (0) =  x́ 2 (0) = 0. Ενσωµατώνοντας αυτές τις αρχικές συνθήκες, οι µετασχηµατισµένες 

εξισώσεις γίνονται 
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(s
2
+3)X1(s)-2X2(s)=-s     (4.15) 

 

-X1(s)+(s
2
+2)X2(s)=2s    (4.16) 

 

Ως εκ τούτου  

 
3

2 2 2

2 5
( )

(s 4)(s 1)
X

s s
s

+
+ +

=       

    

 

Η επίλυση σε απλά κλάσµατα δίνει 

 

2 22 ( )
s 1 s 4

s
X s

s
+

+ +
=       

 

 

το οποίο, µε τη λήψη των αντίστροφων µετασχηµατισµού Laplace, οδηγεί στην απόκριση  

 

Χ2(t) = cost + cos2t 

 

 

Η αντικατάσταση για x2 (t ) στο (1.39) δίνει  

 ( ) ( )
.

1 2

.

22  2 2 2  4 2(t)t t cost cos t cost cos tΧ = Χ + = + − −Χ  

 

 

δηλαδή  

 Χ1(t)=cost-2cos2t 

 

Κατά συνέπεια οι θέσεις των µαζών στο χρόνο t  είναι 

 

Χ1(t)=cost-2cos2t, Χ2(t)=cost+2cos2t 

 

Παράδειγµα   4.6    
     Χρησιµοποιήστε την τεχνική του Μετασχηµατισµού  Laplace για να βρείτε τις 

µετασχηµατισµένες  I1 (s) και I2 (s) των αντίστοιχων ρευµάτων που ρέουν στο κύκλωµα του 

σχήµατος 4.8, όπου i1 (t) είναι αυτό που ρέει µέσω του πυκνωτή και i2 (t ) αυτό που ρέει µέσω  

της αντίστασης. Ως εκ τούτου, καθορίστε το  i2 (t ).                                                                        

(Αρχικά,  i1 (0) =  i2 (0) =  q1 (0)=  0). Σχεδιάστε το i2 (t ) για µεγάλες τιµές του t. 
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Σχήµα 4.8 

 
Λύση 

 

1µF=10
-6

F so 50µ=5.10
5
F 

 

Εφαρµογή του δεύτερου νόµου του Kirchhoff στον αριστερό βρόχο 

 

1 2
15

1
2( ) .sin100

5.10

di di
i dt E t

dt dt
+ − =∫

 
 

Λαµβάνοντας το Laplace µετασχηµατίζεται 

 

                                             

4

1 1 2 2 4

2.10 100
( ) 2 [ ( ) ( )] .

10
I s s I s I s E

s s
+ − =

+
 

                                            

4 2 2

1 2 2 4

50
(10 ) ( ) ( ) .

10

s
s I s s I s E

s
+ − =

+      (i) 

 

Εφαρµογή του νόµου του Kirchhoff στον δεξιό βρόχο 

 

1
2

2( ) ( ) 0100 2
di

t
t

i
di

d dt
− − =  

Όπου   η λήψη του µετασχηµατισµού Laplace δίνει 

 

                                                              sI1(s)=(50+s)I2(s)               (ii) 

              Αντικατάσταση  στο (i) 

 

                                ( )( ) ( ) ( )4 2 2

2 2 2 4

50
E.

10
10 50s s I s s I s

s

s
=

+
+ + −  

                                     ( ) ( )2

2 2 4

4
4

200 10  
E

10
s s I

s

s
s =

+
+ +  

                                                            ( )
2

2 4 22 .[ ]
( 10 )( 100)

s
E

s s
I s

+ +
=  

 

              Από τότε (ii)           ( ) 41 2 2

(50 )
.[ ]

( 10 )( 100)

s s
E

s
s

s
I

+
+ +

=  
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                   Επέκταση σε µερικές λειτουργίες 

                                                            
22 2 4

1 11

200 2002( ) .[ ]
100 ( 100) 10

s

E
s s s

I s

−
+ +

+ + +
=  

                                     11

2

00 100

2 
1 1 1

( ) { ( )} [ cos100 ]
200 2 200

t t
i e te tt L I s E

− − −= − += +  

 

  
Παράδειγµα  4.7     Στο χρόνο t  =  0, χωρίς να ρέει κανένα ρεύµα, µια τάση v (t ) = 10 ηµίτονο t  

εφαρµόζεται στο αρχικό κύκλωµα ένας µετασχηµατιστής που έχει µια αµοιβαία αυτεπαγωγή 1 

H, όπως φαίνεται στο σχήµα 4.9. Υποδηλώνοντας το ρεύµα που ρέει στο χρόνο t  στο 

δευτεροβάθµιο κύκλωµα µε i2 (t ), δείξτε ότι 

                                              ( )
22 2

10
{ }

( 7 6)(s 1)

s

s s
L i t

+ + +
=  

 

Σχήµα 4.9 
 

 
 

και συνάγετε ότι  

2

12
( )

37

t
i t e

−= − + . 6 25

37

t
e
− +  

35

37
cost sint+  

 

 

Λύση 
Εφαρµόζοντας το δεύτερο νόµο της Kirchhoff στο κύριο και δευτερεύον κύκλωµα δίνει 

αντίστοιχα 

 

1 1
1

2 1
2

2 1 10sin

2 2 0

di di
i t

dt dt

di di
i

dt dt

+ + =

+ + =
  

2 1
22 2 0

di di
i

dt dt
+ + =   
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                               Λαµβάνοντας το Laplace µεταµορφώνεται 

 

                                                                   
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2 2

1 2

10
2

1

2 1 0

s I s sI s
s

sI s s I s

+ + =
+

+ + =
  

                                                                  

 

εξαλείφοντας  I1(s) 

 

( ) ( ) ( )
2

2

22
1

2 1
10s

s
s s s I s  = + +

+
−  

 

2 2 2 2

2

10 10
( )

( 1)( 7 6) ( 1)( 6)(s 1)

12 25 35

1 37 37 37[ ]
1 6 1

s s
I s

s s s s s

s

s s s

= − = −
+ + + + + +

+−
= − + +

+ + +  

                                      1

2 2

612 25 35
( ) { ( )} cos sint

37 37 37

t tei t L I s e t−− −−= −= −  

 

Παράδειγµα 4.8   Στο κύκλωµα του σχήµατος 4.10 δεν υπάρχει καµία ενέργεια αποθηκευµένη 

(δηλαδή δεν υπάρχει καµία φόριση στους πυκνωτές και δεν ρέει ρεύµα στις αυτεπαγωγές) πριν 

από το κλείσιµο του διακόπτη στο χρόνο t = 0. Καθορίστε το i1(t) για t > 0 για µια σταθερά 

εφαρµοσµένη τάση E0 = 10 V. 

 

 
Σχήµα 4.10 

 
Λύση 

Εφαρµόζοντας το νόµο του Kirchhoff στους αριστερούς και δεξιούς βρόχους δίνει 

 

(i1+i2)+ 

1di

dt (i1+i2)+1
1i dt∫

=E0=10 
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i2+ 

2di

dt -1
1i dt∫

=0 

 

Εφαρµόζοντας µετασχηµατισµό Laplace 

 

                                                                    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1

1 1
1 1

0
s I s s I s I s

s s
+ + + + =   

                                                               ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 2

1
1 0 1s I s I s I s s s I s

s
+ − = ⇒ = +    (i) 

 

Αντικατάσταση πίσω στην πρώτη εξίσωση 

 

2

2 2

10
( ) ( ) ( ) ( )1 1s s I s s I s

s
+ + + =  

( ) ( )2

22
10

( 1)
s s I s

s s
+ + =

+
 

            ( )
22

10

( 1)(s 2)
I s

s s s+ + +
=  

 

 Από τότε (i) 

2
2

1

10 10
( )

1 72
( )

2 4

s s
s

I s =
+ + + +

=  

                                      
1

1 1
21 20 7

( ) { ( )} sin
27

t

i t L tI s e
−−= =  

Παράδειγµα 4.9   Να καθορίστε τις µετατοπίσεις των µαζών M1 και Μ2 στο σχήµα 4.7 στο 

χρόνο t > 0 όταν 

 

M1=Μ2=1 

Κ1=1, Κ2=3 και Κ3=9 

 

 

Ποιές είναι οι φυσικές συχνότητες του συστήµατος;  

 
 

Λύση 
Εφαρµογή του νόµου του Νεύτωνα στην κίνηση κάθε µάζας 

21 1 1 2 1( )3 3 4x x x x x x
• •

= − − = −  

2 2 1 2 12 9 3  1 2( 3)x x x x xx
• •

= − − − = − +  

                            δίνει 
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                                               ( ) ( )21 1 1 24 3 0 ,  0 1, 0 2x x x xx
• •

+ − = = − =  

22 112 3 0xx x
••

+ − =   

 

                              Λαµβάνοντας το Laplace µεταµορφώνεται 

 

(s2+4)X1 (s)-3X2 (s)=-s 

-3X1 (s)+(s
2
 +12)X2 (s)=2s 

  
                 εξαλείφοντας  X2(s) 

 

                              [(s
2
+4)( s

2
+12)-9] X1(s)=-s(s

2
+12)+6s 

 

                              (s
2
+13)( s

2
+3) X1(s)=-s

3
-6s 

3

1 2 2 2 2

3 7

6 10 10( )
( 13)(s 3) s 1

 
3 3

s s
s

s
s

s s

−− −
= −

+ + + +
=  

1

1 1

3 7
( ) { ( )} cos 3 cos 13

10 10
x t L X ts t

− −= −=  

 

            Από την πρώτη διαφορική εξίσωση 

                                
2 1 13 4x x x

••

= +  

                                       =

6 14 9 91
cos 3 cos 13 cos 3 cos 13

5 5 10 10
t t t t− − + +

 

                                 ( )2

1
[21cos 3 cos 13 ]

10
x t t t= −   

Έτσι ,  ( )1

1
(3cos 3 7 cos 13 ]

10
x t t t= − + ,  ( )2

1
[21cos 3 cos 13 ]

10
x t t t= −  

Οι φυσικές συχνότητες είναι 
13

 και 
3

 

 
Παράδειγµα 4.10  Κατά τη δοκιµή της µονάδας εξοπλισµού προσγείωσης ενός διαστηµικού 

οχήµατος, πραγµατοποιούνται δοκιµές πτώσης. Το σχήµα 4.11 είναι ένα σχηµατικό µοντέλο της 

µονάδας τη στιγµή που αυτή αγγίζει το έδαφος. Σε αυτήν την στιγµή το ελατήριο επεκτείνεται 

πλήρως και η ταχύτητα της µάζας είναι √ (2gh) , όπου το h είναι το ύψος από το οποίο η µονάδα 

έχει πέσει. Λάβετε την εξίσωση που αντιπροσωπεύει την µετατόπιση της µάζας σε 

χρόνο t > 0 όταν Μ = 50 kg, B = 180 N sm
-1

 και Κ = 474,5 Nm
-1

, και ερευνείστε τα 

αποτελέσµατα των διαφορετικών υψών πτώσης h. (g είναι η επιτάχυνση λόγω της βαρύτητας, και 

µπορεί να ληφθεί ως 9,8 m s
-2

.) 
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Σχήµα 4.11    Ο εξοπλισµός προσγείωσης  

 

K=474,5Nm
-1

, και να ερευνήσουν τα αποτελέσµατα των διαφορετικών υψών πτώσης h.                       

(g είναι η επιτάχυνση λόγω βαρύτητας, και µπορεί να ληφθεί σαν 9,8m/s
2
.) 

 
Λύση 

Η εξίσωση της κίνησης είναι 

; (0) 0, (0) 2x b x Kx Mg x x gh
•• • •

Μ + + = = =  

Το πρόβληµα είναι έπειτα  ερευνητικό, όπου οι µαθητές καλούνται να ερευνήσουν για 

διαφορετικές τιµές h είτε αναλυτικά είτε µε προσοµοίωση. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 

Συναρτήσεις βήµατος και ώθησης 

 

5.1  Η συνάρτηση µοναδιαίου βήµατος του Heaviside 
 

Στις παραγράφους 2.1 και 2.2 εξετάσαµε τις γραµµικές διαφορικές εξισώσεις στις οποίες οι 

συναρτήσεις εξαναγκασµού ήταν συνεχείς. Σε πολλές εφαρµογές της εφαρµοσµένης µηχανικής η 

συνάρτηση εξαναγκσµού µπορεί συχνά να είναι ασυνεχής, παραδείγµατος χάριν ένα τετραγωνικό 

κύµα που απορρέει από έναν διακόπτη έναυσης/σβέσης. Προκειµένου να προσαρµοστούν τέτοιες 

ασυνεχείς συναρτήσεις, χρησιµοποιούµε την συνάρτηση µοναδιαίου βήµατος του Heaviside H(t), 

η οποία, όπως είδαµε στην παράγραφο 2.1, καθορίζεται από 

 

0, 0
( )

1, 0

t

t
χ

< 
Η =  

≥   
και παρουσιάζεται γραφικά στο σχήµα 5.1 (α). Η συνάρτηση του Heaviside επίσης συχνά 

αναφέρεται απλά ως συνάρτηση µοναδιαίου βήµατος. Μια συνάρτηση που ανταπαριστά ένα 

µοναδιαίο βήµα σε t  =  a  µπορεί να ληφθεί από µια οριζόντια παράλληλη µετατόπιση διάρκειας 

a. Αυτό απεικονίζεται γραφικά στο σχήµα 5.1 (β), και καθορίζεται από  

 

0,
(t )

1,

t

t

α
α

α
< 

Η − =  
≥   

 
Σχήµα 5.1   Συνάρτηση µοναδιαίου βήµατος του Heaviside. 

 

  

Η συνάρτηση γινοµένου f  (t ) H (t - a ) παίρνει τις τιµές 

 

0,
( ) (t )

f(t),

t
f t

t

α
α

α
< 

Η − =  
≥      

έτσι η συνάρτηση H (t - a) µπορεί να ερµηνευθεί ως µια συσκευή για την «έναυση» της 

συνάρτησης f (t )t  =  a . Κατ' αυτό τον τρόπο η συνάρτηση µοναδιαίου βήµατος µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί για να γραφεί µια συνοπτική διατύπωση των τµηµατικά συνεχείς συναρτήσεων. 

Για να απεικονιστεί αυτό, εξετάστε την τµηµατικά συνεχή συνάρτηση f (t) που παρουσιάζεται 

στο σχήµα 5.20 και καθορίζεται από 
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Σχήµα 5.2  Τµηµατικά συνεχής συνάρτηση.  

 

1 1

2 1 2

3 2

( ), (0 t t )

f(t) ( ), (t

( ), (t t )

f t

f t t t

f t

≤ < 
 

= ≤ < 
 ≥ 

 
 

 
 

Για να κατασκευάσουµε αυτήν την συνάρτηση f  (t ), θα µπορούσαµε να χρησιµοποιήσουµε τις 

ακόλουθες πράξεις "µετατροπής":  

(α) ανάβουµε την συνάρτηση f 1 (t ) σε t =  0  

(β) ανάβουµε την συνάρτηση f 2 (t ) σε  t  = t1 και σβήνουµε συγχρόνως την συνάρτηση f 1 (t )  

(γ) ανάβουµε την συνάρτηση f 3 (t ) σε t  =  t2 και σβήνουµε συγχρόνως την συνάρτηση f 2 (t ).  

Από την άποψη της συνάρτησης µοναδιαίου βήµατος, η συνάρτηση f  (t ) µπορεί έτσι να 

εκφραστεί ως 

 

f(t)=f1 (t)H(t)+[f2 (t)-f1 (t)]H(t-t1 )+[f3 (t)-f2 (t)]H(t-t2 ) 

 

 

Εναλλακτικά, η f  (t ) µπορεί να κατασκευαστεί χρησιµοποιώντας την ορθογώνια συνάρτηση H 

(t  -  a ) -  H (t  -  b ).  

Σαφώς,  

 

1,
(t ) H(t b)

0,  

t b

ά

≤ < 
Η − − − =  

 

α
α

διαϕορετικ
 

                                                                                (5.1) 

 

 

το οποίο, όπως απεικονίζεται στο σχήµα 1.21, δίνει 

 

f(t)
f(t),

(t ) H(t b)
0,  

t b

ά

≤ < 
Η − − − =  

 

α
α

διαϕορετικ
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H(t-a)-H(t-b) 

 
 

Σχήµα 5.3 Ορθογώνια συνάρτηση. 

 

  

Χρησιµοποιώντας αυτήν την προσέγγιση, η συνάρτηση f  (t ) του σχήµατος 5.2 µπορεί να 

εκφραστεί ως 

 

f(t)=f1 (t)[H(t)-H(t-t1)+f2(t) [H (t-t1)-H (t-t2)]+f3(t) H(t-t2) 

 

δίνοντας, όπως πριν,  

 

f(t)=f1 (t)H(t)+[f2 (t)-f1 (t)]H(t-t1)+[f3 (t)-f2 (t)]H(t-t2) 

 

Εύκολα ελέγχεται ότι αυτό αντιστοιχεί στη δεδοµένη διατύπωση, αφού για 0 ≤  t  <  t 1  

δίνοντας  

 

H(t)=1,     H(t-t1)=H(t-t2)=0 

δίνοντας  

 

f(t)=f1 (t)    ( 0 ≤  t <t1 ) 

 

ενώ για t 1 ≤  t  < t 2  

 

H(t)=H(t-t1 )=1,  H(t-t2 )=0 

 

δίνοντας  

f(t)= f1 (t)+[f2 (t)-f1 (t)]=f2 (t)   ( t 1 ≤  t  ≤ t 2) 

 

 

και τελικά για t  ≥  t 2 

 

H(t)=H(t-t1)=H(t-t2)=1 

 

  

δίνοντας  

f(t)= f1 (t)+[f2 (t)-f1 (t)]+[f3 (t)-f2 (t)]=f3 (t)   ( t≥  t 2) 
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Παράδειγµα 5.1 Να εκφράστε από την άποψη των συναρτήσεων µοναδιαίου βήµατος την 

τµηµατικά συνεχή αιτιώδη συνάρτηση 

 
22 , (0 t 3)

f(t) 4, (3 5

9, (t 5)

t

t t

 ≤ <
 

= + ≤ < 
 ≥ 

 
  

 
  

Σχήµα 5.4  Η τµηµατικά συνεχής συνάρτηση του παραδείγµατος 5.1. 

 

  

Λύση 
 Η f (t) απεικονίζεται γραφικά στο σχήµα 5.4, και από την άποψη των συναρτήσεων µοναδιαίου 

βήµατος µπορεί να εκφραστεί ως 

 

f(t)=2t2H(t)+(t+4-2t2)H(t-3)+(9-t-4)H(t-5) 

 

∆ηλαδή    

 

f(t)=2t
2
H(t)+(4+t-2t

2
)H(t-3)+(5-t)H(t-5) 

 

Παράδειγµα 5.2 Να εκφράστε από την άποψη των συναρτήσεων µοναδιαίου βήµατος την 

τµηµατικά συνεχή αιτιώδη συνάρτηση 

0, 1

1,1 3

( ) 3,3 5

2,5 6

0, 6

t

t

f t t

t

t

< 
 ≤ <  

= ≤ < 
 ≤ < 

≥    
  

Λύση 
 Η f  (t ) απεικονίζεται γραφικά στο σχήµα 5.5, και από την άποψη των συναρτήσεων µοναδιαίου 

βήµατος µπορεί να εκφραστεί ως 

 

  f(t)=1H(t-1)+(3-1)H(t-3)+(2-3)H(t-5)+(0-2)H(t-6) 
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∆ηλαδή 

 

  f(t)=1H(t-1)+2H(t-3)-1H(t-5)-2H(t-6) 

 

 

 
 

Σχήµα 5.5 Η τµηµατικά συνεχής συνάρτηση του παραδείγµατος 1.33. 

 

5.2  Μετασχηµατισµός   Laplace της συνάρτησης µοναδιαίου βήµατος 
 

Από τον ορισµό του Μετασχηµατισµού  Laplace, η µετασχηµατισµένη της H(t - α), α ≥ 0, δίνεται 

από 

 

( ){ }
0 0

 H( ) 0 1

a

st st st

a

t a e dt e dtL H t a e dt

∞ ∞
− − −− = + =− = ∫ ∫ ∫  

[ ]
st as

a

e e

s s

− −
∞

= =
−

 

 

∆ηλαδή  

( ){ } 
as

L a
s

H
e

t
−

− = (α≥ 0)        (5.2) 

 

 

και στην συγκεκριµένη περίπτωση α = 0  

 

( ) 1
{ } L t

s
H =       (5.3) 
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Παράδειγµα 5.3  
Να καθορίστε τον Μετασχηµατισµό  Laplace του ορθογώνιου παλµού 

 

0,(t )

f(t) K, ( tan , 0

0, (t )

a

t b cons t b a

b

α
< 

 
= ≤ < Κ > > 
 ≥ 

 
 (σηµείωση: το constant στην συνάρτηση σηµαίνει σταθερά) 

 

 

Λύση 
 Ο παλµός απεικονίζεται γραφικά στο σχήµα 5.6. Από την άποψη των συναρτήσεων µοναδιαίου 

βήµατος, µπορεί να εκφραστεί χρησιµοποιώντας την ορθογώνια συνάρτηση, ως 

 

f(t)=K[H(t-α)-Ht-b)] 
 

 
 

Σχήµα 5.6 Ορθογώνιος παλµός. 

 

Κατόπιν, παίρνοντας τον µετασχηµατισµό Laplace, 

 

L{ f (t )}  =K L{ Η (t-α )} -K L{Η(t-b )}   

 

  

το οποίο, µε τη χρήση του αποτελέσµατος (5.6), δίνει  

( ){ }
as bse e

L f t K K
s s

− −

= −   

 

∆ηλαδή  

( ){ } ( )as bsK
L f t e e

s

− −= −   

 

Παράδειγµα 5.4 Καθορίστε τον µετασχηµατισµό Laplace της τµηµατικά σταθερής συνάρτησης                 

f (t ) που παρουσιάζεται στο Σχήµα 5.5. 

  

Λύση 
Από το παράδειγµα 1.33 η f  (t ) µπορεί να εκφραστεί ως 

 

  f(t)=1H(t-1)+2H(t-3)-1H(t-5)-2H(t-6) 
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Λαµβάνοντας τον Μετασχηµατισµό  Laplace, 

 

L{ f  (t )}  =1 L{ H (t-1 )}  +2L{ H (t-3 )}- 1 L{ H (t-5 )} -2 L{ H (t-6 )}   

  

το οποίο, µε χρήση του αποτελέσµατος (1,43), δίνει 

 ( ){ }
3 6

2 2
s s s

e e e
L f t

s s s

− − −

= + −  

 

∆ηλαδή  

( ){ }  
1

 L f t
s

= ( )3 5 62 2s s s se e e e− − − −+ − −  

 

5.3 Το θεώρηµα δεύτερης µετατόπισης 
Αυτό το θεώρηµα είναι διπλό στο θεώρηµα πρώτης µετατόπισης που δίνεται ως θεώρηµα 1.2, 

και µερικές φορές αναφέρεται ως θεώρηµα Heaviside ή θεώρηµα υστέρησης. 

 

  

Θεώρηµα 1.4 Εάν L{ f  (t )}  =  F (s ) έπειτα για µια θετική σταθερά a 

 

L{ f  (t-a )H(t-α)}=e
-αs

 F(s) 

 

Απόδειξη   Εξ ορισµού,  

0

{ ( ) ( )} f(t ) H( ) 
st

t a e dL f t H t ta

∞
−− −− − == ∫α α  

                             0

f(t ) st
e dtα

∞
−= − =∫

 
 

 

Κάνοντας την αντικατάσταση T  =  t  -  a, 

( )

0

{ ( ) ( )} f(T )
s T a

L f t a H t e dT

∞
− +=− =− ∫α  

                              0

f(T)sa sT
e e dT

∞
− −= =∫

 
 

Αφού F(s) = L{ f  (t )}  = ∫
0

∞

f  (T) e 
–sT

 συνεπάγεται ότι 

 

L{ f  (t-a )H(t-α)}=e-αsF(s) 

 

Τέλος θεωρήµατος 
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Είναι σηµαντικό να γίνει διάκριση µεταξύ των δύο συναρτήσεων f  (t ) H (t - a ) και                            

f  (t - a ) H (t - a ).  

Όπως είδαµε νωρίτερα, η f  (t ) H (t - a ) απλά δείχνει ότι η συνάρτηση f  (t ) είναι «αναµµένη» 

στο χρόνο t  =  a , έτσι ώστε 

 

0,
( ) (t )

f(t),

t a
f t

t
α

α
< 

Η − =  
≥   

  

Αφ' ετέρου, η f  (t  -  a ) H (t  - a ) αναπαριστά µια µεταφορά της συνάρτησης f  (t ) κατά µονάδες 

a  

στα δεξιά (στα δεξιά, αφού a > 0), έτσι ώστε 

 

0,
( ) (t )

f(t ),

t
f t

t

α
α α

α α
< 

− Η − =  
− ≥   

  

Η διαφορά µεταξύ των δύο οαρουσιάζεται γραφικά στο σχήµα 1.25. Η  f  (t - a ) H (t - a ) µπορεί 

να ερµηνευθεί ότι αναπαριστά την συνάρτηση f (t ) που καθυστερεί στο χρόνο κατά µονάδες a. 

Κατά συνέπεια, όταν εξετάζουµε τον Μετασχηµατισµό  Laplace της, e
-as

 F (s ), όπου η F (s ) 

υποδηλώνει τον Μετασχηµατισµό  Laplace της f  (t ), το συστατικό e-as µπορεί να ερµηνευθεί ως 

τελεστής υστέρησης στον µετασχηµατισµό F (s ), δείχνοντας ότι η απόκριση του συστήµατος 

που χαρακτηρίζεται από την F (s ) θα καθυστερήσει στο χρόνο κατά µονάδες a. ∆εδοµένου ότι 

πολλά σχεδόν σηµαντικά συστήµατα έχουν κάποια µορφή υστέρησης έµφυτη στη συµπεριφορά 

τους, είναι σαφές ότι το αποτέλεσµα αυτού του θεωρήµατος είναι πολύ χρήσιµο. 

 

 

 
 

Σχήµα 5.7  Απεικόνιση της f  (t  - a ) H (t - a ). 

 

  

 

 

 

 

 

Παράδειγµα  5.5   Να καθοριστεί ο Μετασχηµατισµός  Laplace της αιτιώδους συναρτήσεως  f  

(t) που καθορίζεται από 
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t,0
( )

0,

t b
f t

t b

≤ < 
=  

≥   
Λύση 

 

 Η f (t ) απεικονίζεται γραφικά στο σχήµα 5.8, και φαίνεται οτι χαρακτηρίζει έναν πριονωτό 

παλµό διάρκειας b. Από την άποψη των συναρτήσεων µοναδιαίου βήµατος, 

 

f(t)=tH(t)-tH(t-b) 

  

Προκειµένου να εφαρµοστεί το θεώρηµα δεύτερης µετατόπισης, κάθε όρος πρέπει να 

επαναδιαταχθεί για να είναι της µορφής f  (t - a ) H (t - a )˙ δηλαδή το χρονικό όρισµα t - a  της 

συνάρτησης πρέπει να είναι το ίδιο µε αυτό της συσχετιζόµενης συνάρτησης βήµατος. Σε αυτό 

το συγκεκριµένο παράδειγµα αυτό δίνει 

 

 
Σχήµα 5.8  Πριονωτός παλµός.  

 

f(t)=tH(t)-(t-b)H(t-b)-bH(t-b) 

 

Η λήψη του Μετασχηµατισµού  Laplace,  

 

L{f(t)}= L{tH(t)}- L{(t-b)H(t-b)-b L{H(t-b)} 

 

 

το οποίο, µε χρήση του θεωρήµατος 1.4, οδηγεί στο 

 

( ){ } ( ){ } ( )2 2 2

1 1 1
bs bs bs

bs bs e e e
L f t e L f t e L t b b

s s s s s s

− − −
− −= − = − − = − −    

  

που δίνει 

( ){ } ( )2

1
1 bs bsb

L f t e e
s s

− −= − −   

 

Πρέπει να σηµειωθεί ότι αυτό το αποτέλεσµα θα µπορούσε να έχει επιτευχθεί χωρίς τη χρήση 

του θεωρήµατος δεύτερης µετατόπισης, αφού, άµεσα από τον καθορισµό του Μετασχηµατισµού  

Laplace , 
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( ){ }
0 0

( ) 0

b

st st st

b

L f t e dt te d tf t et d

∞ ∞
− − −= + == ∫ ∫ ∫  

0
0

0

2
[ ] [ ]

b

bst st st
b

st
te e te

dt
s s s

e

s

− − − −
= − + = − −∫

 

2
( )

sb

t
sb

be

s

e

s

− −
= − −

( )2 2

1 1
1 bs bsb

e e
s s s

− − − − = − − 
 

 

  

όπως πριν.  

 

Παράδειγµα 5.6 
Να υπολογιστεί  ο Μετασχηµατισµός  Laplace της τµηµατικά συνεχούς αιτιώδους συνάρτησης 

 
22 , (0 t 3)

f(t) 4, (3 5

9, (t 5)

t

t t

 ≤ <
 

= + ≤ < 
 ≥ 

 
 

που εξετάζεται στο παράδειγµα 5.1. 

 

Λύση 
Στο παράδειγµα 5.1 είδαµε ότι η f  (t ) µπορεί να εκφραστεί από την άποψη των συναρτήσεων 

µοναδιαίου βήµατος ως 

 

f(t)=2t
2
 H(t)-(2t

2
 -t-4)H(t-3)-(t-5)H(t-5) 

 

  

Προτού να µπορέσουµε να βρούµε την L{ f  (t )} , η συνάρτηση  2 t 
2
 - t - 4 πρέπει να εκφραστεί 

ως συνάρτηση της t - 3. Αυτό µπορεί να επιτευχθεί εύκολα ως εξής.         

 Έστω z  =  t  - 3. Κατόπιν 

 

2t2 -t-4= 

=2(z+3)
2
-(z+3)-4= 

=2z
2
+11z+11= 

=2(t-3)
2
+11(t-3)+11 

  

Ως εκ τούτου 

 

 f(t)=2t
2
 H(t)-[2(t-3)

2
 +11(t-3)+11]H(t-3)-(t-5)H(t-5) 

  

Η λήψη του Μετασχηµατισµού  Laplace, 
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L{f(t)}=2 L{t
2
 H(t)}- L{[2(t-3)

2
+11(t-3)+11] Η(t-3)}- L{(t-5)H(t-5)} 

 

το οποίο, µε χρήση του θεωρήµατος 1,4, οδηγεί στο 

( ){ } { } { }2 5

3

32 2 11 11
2 s sL f t e L t t e
s

L t− −= − + + −  

5

3 3 2

3

2

4 4 11 11
( )

s
s e

s s s s s
e
− −

= − + + −  

  

Πάλι αυτό το αποτέλεσµα θα µπορούσε να έχει επιτευχθεί άµεσα από τον ορισµό του 

Μετασχηµατισµού  Laplace ς, αλλά σε αυτήν την περίπτωση η απαραίτητη ολοκλήρωση κατά 

µέλη είναι λίγο πιό κουραστική.  

 

 

5.4 Αντιστροφή µε χρήση του θεωρήµατος δεύτερης µετατόπισης 
 

Έχουµε δει στα παραδείγµατα 1.34 και 1.35 ότι, για να λάβουµε τον Μετασχηµατισµό Laplace 

των τµηµατικά συνεχών συναρτήσεων, η χρήση του θεωρήµατος δεύτερης µετατόπισης θα 

µπορούσε να αποφευχθεί, δεδοµένου ότι είναι δυνατό να ληφθούν τέτοιους µετασχηµατισµούς 

άµεσα από τον καθορισµό του Μετασχηµατισµού  Laplace.  

Στην πράξη, η σηµασία του θεωρήµατος βρίσκεται στον καθορισµό των αντίστροφων 

µετασχηµατισµών, αφού, όπως αναφέρθηκε προηγουµένως, οι υστερήσεις είναι έµφυτες στα 

περισσότερα συστήµατα και οι µηχανικοί ενδιαφέρονται να µάθουν πώς αυτές επηρεάζουν την 

απόκριση των συστηµάτων. Συνεπώς,  µακράν η πιό χρήσιµη µορφή του θεωρήµατος δεύτερης 

µετατόπισης είναι 

 

L 
-1{e-αs F(s)}=f(t-α)H(t-α)                     (5.4) 

 

Συγκρίνοντας την (5.4) µε το αποτέλεσµα (2.9), δηλαδή 

 

L 
-1

{F(s)}=f(t)H(t) 

  

βλέπουµε ότι  

 

L 
-1

{e
-αs

 F(s)}=[f(t)H(t)] with t replaced by t-a 

 

υποδεικνύοντας ότι η απόκριση f  (t ) έχει καθυστέρηση στο χρόνο κατά µονάδες a. Γι’αυτό το 

λόγο το θεώρηµα καλείται µερικές φορές θεώρηµα υστέρησης. 

 

 

Παράδειγµα 5.7  

Να υπολογιστεί ο   
4

1 4
{ }

( 2)

s

s
L

e

s

−
−

+
 

 

Λύση 
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Αυτή µπορεί να γραφτεί ως  L
-1

  {e
-4s

 F (s )} , όπου 

4
( )

(s 2)s
F s

+
=  

 

Πρώτα λαµβάνουµε τον αντίστροφο µετασχηµατισµό f  (t ) της F (s ). Επιλύοντας σε απλά 

κλάσµατα, 

 

2 2
( )

2s
F

s
s −=

+
 

  

το οποίο, κατά την αντιστροφή, δίνει  

 

 f(t)=2-2e
-2t

 

  

µια γραφική παράσταση της οποίας παρουσιάζεται στο σχήµα 5.9 (α) Κατόπιν, χρησιµοποιώντας 

την (5.4), έχουµε 

 

1 4 1 4

2( 4)

4
 { }  { ( )} ( 4) ( 4)

( 2)

(2 2 ) ( 4)

s s

t

L e L e F s f t H t
s s

e H t

− − − −

− −

= = − −
+

= − −

 

που δίνει 

 

( ) ( )( )
4

1

2 4

0, 44

2 1 , 42

s

t

te
L

es s

−
−

− −

<     
=   

− ≥+     
 

 

το οποίο σχεδιάζεται γραφικά στο σχήµα 1.27 (β). 

 

 

 

Σχήµα 5.9 Αντίστροφος µετασχηµατισµός του παραδείγµατος 5.7. 
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Παράδειγµα 5.8 Να υπολογιστεί ο   1

2

(
 

3)
{ }

( 1)

s

L
e s

s s

−
− +

+

π

 

 

  

Αυτή µπορεί να γραφτεί ως L-1{e
-sπ F (s )} , όπου 

 

2

3
( )

(s 1)

s

s
F s

+
+

=  

  

Επιλύοντας σε απλά κλάσµατα, 

  

( ) 2 2

3 3 1

1 1

s
F s

s s s
= − +

+ +
   

 

το οποίο, κατά την αντιστροφή, δίνει  

 

  f(t)=3-3cost+sint 

 

µια γραφική παράσταση της οποίας παρουσιάζεται στο σχήµα 5.10 (α) Κατόπιν, 

χρησιµοποιώντας την (5.4), έχουµε  

 

( )
( )

( ){ } ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1

2

3

1

3 3cos sin

3 3cos sin

s

s
e s

L L e F s f t H t
s s

t t H t

t t H t

π
π π π

π π π

π

−
− − −
 + 

= = − − 
+  

= − − + − −  
= − − −
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Παράδειγµα 5.9 Αντίστροφοι µετασχηµατισµοί του παραδείγµατος 5.8.  

 

 

 
Σχήµα    5.10   Αντίστροφοι µετασχηµατισµοί 

 

 

που δίνει  

 

( )
( )

1

2

0,3

3 3cos sin ,1

s te s
L

t t ts s

π π
π

−
−
  <+   

=   
+ − ≥+    

    

 

η οποία σχεδιάζεται γραφικά στο σχήµα 5.10 (β)  

 

 

 

5.5 ∆ιαφορικές εξισώσεις 
Επιστρέφουµε τώρα στη λύση των γραµµικών διαφορικών εξισώσεων για τις οποίες η 

συνάρτηση εξαναγκασµού f (t) είναι τµηµατικά συνεχής, όπως αυτήν που απεικονίζεται στο 

σχήµα 5.2. Μια  προσέγγιση στην επίλυση µιας διαφορικής εξίσωσης που έχει µια τέτοια 

συνάρτηση εξαναγκασµού είναι να λυθεί αυτή ξεχωριστά για κάθε ένα από τα συνεχή συστατικά 

f1 (t),  f2 (t), και ούτω καθ' εξής, συµπεριλαµβάνοντας την f (t), χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι 

σε αυτήν την εξίσωση όλα τα παράγωγα, εκτός από το υψηλότερο, πρέπει να παραµείνουν 

συνεχή έτσι ώστε οι τιµές στό σηµείο της ασυνέχειας να παρέχουν τις αρχικές συνθήκες για το 

επόµενο τµήµα. Αυτή η προσέγγιση είναι προφανώς µάλλον κουραστική, και µια πολύ 
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αµεσότερη είναι να χρησιµοποιηθούν οι συναρτήσεις βήµατος του Heaviside για να καθοριστεί η 

f  (t ). Κατόπιν η µέθοδος λύσης ακολουθεί αυτήν που χρησιµοποιείται στην παράγραφο 2.1, και 

θα την απεικονίσουµε απλά µε παραδείγµατα. 

 

 

Παράδειγµα 5.10    Να λάβετε τη λύση x (t ),t ≥ 0, της διαφορικής εξίσωσης 

 
2

2
5 6 ( )

d x d x
x f t

dt dt
+ + =

   (5.5) 

 

όπου η f  (t ) είναι η συνάρτηση παλµού 

 

3,0 6
f(t)

0, 6

t

t

≤ < 
=  

≥   
 

  

και υπόκειται στις αρχικές συνθήκες x (0)=0 και x (0) =2.  

 

Λύση 
Για να απεικονιστεί το πλεονέκτηµα της χρήσης µιας διατύπωση συναρτήσεων βήµατος της 

συνάρτησης εξαναγκασµού f  (t ), θα λύσουµε αρχικά ξεχωριστά για κάθε µια από τις χρονικές 

κλίµακες. 

 

  

Μέθοδος 1     Για 0 ≤ t  < 6, η (5.5) γίνεται 

 

 

2

2
5 6 3

d x d x
x

dt dt
+ + =

 
 

µε x (0)=  0 και x (0) =  2. 

 

    Η λήψη του Μετασχηµατισµού  Laplace δίνει 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 3
5 6 0 0 5 0 2s s X s sx x x

s s
+ + = + + + = +&  

∆ηλαδή    

1 1
2 3 12 2( )

( 2)( 3) 2 3

s

s s s s
s

s
X

s

+
= + −

+ + + +
=  

 

 

το οποίο, κατά την αντιστροφή, δίνει 
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( ) ( )2 31 1
0 6

2 2

t t
x t e e t

− −= + − ≤ <  

 

Καθορίζουµε τώρα τις τιµές των ( )6x και ( )6x  προκειµένου να παρασχεθούν οι αρχικές 

συνθήκες  για το επόµενο στάδιο:  

 

 ( ) ( )12 18 12 181 1
6 , 6 3

2 2
x e e a x e e β− − − −= + − = = − + =&  

 

Για t  ≥  6 κάνουµε την αλλαγή της ανεξάρτητης µεταβλητής T  =  t  -  6, από όπου η (5.5) γίνεται 

 

 

2

2
5 6 0

d x d x
x

d d
+ + =

Τ Τ  
 

που υπόκειται σε x (T  =  0) = α  και x́  (T  =  0)=  β.  

    Η λήψη του Μετασχηµατισµού  Laplace δίνει 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 25 6 5 6 0 0 5 0 5s s s s X s sx T x T x T as a β+ + + + = = + = + = = + +&   

  

∆ηλαδή  
 

5 3 2
( )

( 2)( 3) 2 3

as a

s
s

s
X

s s

+ + + +
= −

+ + + +
=

β β α β α
 

 

το οποίο, κατά τη λήψη των αντίστροφων µετασχηµατισµών, δίνει 

 

X(T)=(β+3α)e
-2Τ

-(β+2α
)
e

-3T
 

 

Η αντικατάσταση των τιµών των α  και β και η επιστροφή στην ανεξάρτητη µεταβλητή t  δίνει  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 6 3 612 183 1
1 6

2 2

t t
x t e e e e t

− − − −− − = + − + ≥ 
 

  

 

 

∆ηλαδή  

 

( ) ( ) ( ) ( )2 6 3 62 31 3
6

2 2

t tt t
x t e e e e t

− − − −− −   = − + − ≥   
   

   

 

 

Κατά συνέπεια η λύση της διαφορικής εξίσωσης είναι  
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2 3

2 3 2( 6) 3( 6)

1 1
,0 6

2 2
( ) {

1 3
( ) ( ), 6
2 2

t t

t t t t

e e t

e e e e

x

t

t

− −

− − − − − −

+ − ≤ <

−
=

− + ≥
 

 

 

Η συνάρτηση εξαναγκασµού f  (t ) και η απόκριση x (t ) παρουσιάζονται στα σχήµατα 5.11 (α) 

και (β) αντίστοιχα. 

  
  

Σχήµα 5.11  Η συνάρτηση εξαναγκασµού και η απόκριση του παραδείγµατος 5.10. 

 

  

Μέθοδος 2 Από την άποψη των συναρτήσεων βήµατος του Heaviside, 

 

f(t)=3H(t)-3H(t-6) 

  

έτσι ώστε, χρησιµοποιώντας την (5.2),  

 

( ){ } 63 3 s
L f t e

s s

−= −    

 

Η λήψη του Μετασχηµατισµού  Laplace στην (5.4) έπειτα δίνει 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 63 3
(05 6 0 5 0) 2 s

s s X s sx L f t
s s

eχχ
•

−+ + = + + + = + −  

∆ηλαδή  

 

62 3 3
( )

( 2)( 3) ( 2)( 3)

ss
e

s s s s s
s

s
X −=

+
−

+ + + +
= 

      

6

1 1 1 3
1 12 2 2 2( ) ( )

2 3 2 3

s
e

s s s s s s

−= + − − − − +
+ + + +  
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Η λήψη των αντίστροφων του Μετασχηµατισµού  Laplace και η χρησιµοποίηση του 

αποτελέσµατος (5.4) δίνει  

 

( ) ( ) ( ) ( )2 6 3 62 31 1 1 3
6

2 2 2 2

t tt t
x t e e e e H t

− − − −− −   = + − − − + −   
   

   

 

το οποίο είναι η απαραίτητη λύση. Αυτό αντιστοιχεί σε αυτό που λαµβάνεται µε την µέθοδο 1, 

αφού, χρησιµοποιώντας τον καθορισµό της H (t - 6), αυτό µπορεί να γραφτεί ως 

2 3

2 3 2( 6) 3( 6)

1 1
,0 6

2 2
( ) {

1 3
( ) ( ), 6
2 2

t t

t t t t

e e t

e e e e

x

t

t

− −

− − − − − −

+ − ≤ <

−
=

− + ≥
 

 

 

Αυτή η προσέγγιση είναι σαφώς λιγότερο κουραστική, αφού οι αρχικές συνθήκες στις 

ασυνέχειες λαµβάνονται υπόψη αυτόµατα στη λύση.  

 

 

Παράδειγµα  5.11 Να καθορίστε τη λύση x (t ),t ≥ 0, της διαφορικής εξίσωσης 

 
2

2
2 5 ( )

d x d x
x f t

dt dt
+ + =

    (5.6) 
 

όπου  

t,0
f(t)

0,

t

t

π
π

≤ ≤ 
=  

≥   
και που υπάγεται στις αρχικές συνθήκες x (0)=  0 και x́  (0) =  3.  

 

 

Λύση 
 Ακολουθώντας τις διαδικασίες του παραδείγµατος 5.3, έχουµε  

 

f(t)=tH(t)-tH(t-π) 

    =tΗ(t)-(t-π)H(t-π)-πΗ(t-π) 

 

έτσι ώστε, χρησιµοποιώντας το θεώρηµα 1.4,  

 

( ){ } 2 2 2 2

1 1 1s s
se e

L f t e
s s s s s s

π π
ππ π− −
−  = − − = − + 
 

 

 
 

Η λήψη του Μετασχηµατισµού  Laplace στην (5.6) έπειτα δίνει 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2

2 2

2 5 0 0 2 0

1 1
3

2

s

s s X s sx x x L f t

e
s s

π π−

+ + = + + +

 = + − + 
 

&

  

                     

 

χρησιµοποιώντας τις δεδοµένες αρχικές συνθήκες.  

Κατά συνέπεια  
2

2 2 2 2

3 1 1
( )

( 2 5) ( 2 5)

ss s
e

s s
X

s s s s
s

−+ +
= −

+ + + +
π π

 

 

το οποίο, κατά την επίλυση σε  απλά κλάσµατα, οδηγεί σε 

 

  
2 2

1 2 5 2 74
( ) [ ]

25 ( 1) 4

s

s s
x t

s

+
− + +

+ +
=  

2 2

5 2 5 5 2 (10 1)
[ ]

25 ( 1) 4

se

s s s

π π π π− − − + +
+ −

+ +  
 

        
2 2

1 2 5 2( 1) 72
[ ]

25 ( 1) 4

s

s s s

+ +
= − + +

+ +
 

           
2 2

5 2 5 (5 2)( 1) (5 3)
[ ]

25 ( 1) 4

s
e s

s s s

− − − + + +
− + −

+ +

π π π π
 

 

Η λήψη των αντίστροφων του Μετασχηµατισµού  Laplace και η χρησιµοποίηση της (5.4) δίνει 

την επιθυµητή λύση:  

  ( ) 1
( 2 5 2 cos 2 36 sin 2 )

25

t t
t e tx t e t

− −− + + +=  

       

( )1
[(5 2) 5( ) (5 2) cos 2( )

25

tt e tππ π π π− −= − + − − − −
 

         

( )1
(5 3) sin 2( )] ( )

2

t
e t t

ππ π π− −− + − Η −
 

 

∆ηλαδή 

  
1

( ) [5 2 2 (cos 2 18sin 2 )]
25

t
tx t t e t

−− += +  

  

1 1
{5 2 )[(5 2)cos 2 (5 3)sin 2 ]} ( )

25 2

t
t e e t t t

π π π π−− − − + + Η −
 

ή, σε εναλλακτική µορφή,  

1
[5 2 2 (cos 2 18sin 2 )],0

25
( ) {

1 1
{(2 (5 2) )cos 2 [36 (5 3) )sin 2 },

25 2

t

t

t e t t t

e e t t

t

t

x

e

−

−

=
− + + ≤ <

+ − + + + ≥π π

π

π π π
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5.6 Περιοδικές συναρτήσεις 

 

Έχουµε καθορίσει ήδη τον Μετασχηµατισµό  Laplace των περιοδικών συναρτήσεων, όπως  

ηµίτονο ω t  και συνηµίτονο ω t , οι οποίες είναι λείες (παραγωγίσιµες) συνεχείς συναρτήσεις. Σε 

πολλές εφαρµογές της εφαρµοσµένης µηχανικής, εντούτοις, συχνά αντιµετωπίζονται οι 

περιοδικές συναρτήσεις που παρουσιάζουν ασυνεχή συµπεριφορά. Παραδείγµατα των 

χαρακτηριστικών περιοδικών συναρτήσεων µε πρακτική σηµασία παρουσιάζονται στο σχήµα 

5.12. Τέτοιες περιοδικές συναρτήσεις µπορούν να αναπαρασταθούν ως άπειρη σειρά όρων που 

περιλαµβάνουν συναρτήσεις βήµατος˙ µόλις εκφραστεί µε µια τέτοια µορφή, το αποτέλεσµα 

(5.2) µπορεί έπειτα να χρησιµοποιηθεί για να ληφθεί ο  Μετασχηµατισµός  Laplace .  

 

 

 

 

 
 

Σχήµα 5.12 Χαρακτηριστικές πρακτικά σηµαντικές περιοδικές συναρτήσεις:  



 87 

(α) τετράγωνο κύµα (β) πριονοειδές κύµα (γ) κύµα επαναλαµβανόµενου παλµού (δ) ανορθωτής 

ηµικυµάτων. 

Παράδειγµα 5.12 Να υπολογιστεί ο Μετασχηµατισµός Laplace του τετραγωνικού κύµατος που 

απεικονίζεται στο σχήµα 5.12 (α). 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 3
2 2 2 2 2 ....

2 2

1 3
2 2 2 2 2 ...

2 2

f t KH t KH t T KH t T KH t T KH t T

K H t H t T H t T H t T KH t T

   = − − + − − − − − +   
   

    = − − + − − − − − +        

 

 

Από την άποψη των συναρτήσεων βήµατος, το τετραγωνικό κύµα µπορεί να εκφραστεί µε τη 

µορφή  

Η λήψη του Μετασχηµατισµού  Laplace και η χρησιµοποίηση του αποτελέσµατος (5.2) δίνει  

 

( ){ } ( )

( ) ( ) ( )

/2 3 /2

2 3 4
/2 /2 /2 /2

1 2 2 2
...

2
1 ....

sT sT sT

sT sT sT sT

L f t F s K e e e
s s s s

K K
e e e e

s s

− − −

− − − −

 = = − + − + 
 

 = − + − + − −  

  

             

 

Η σειρά µέσα στις αγκύλες είναι µια άπειρη γεωµετρική πρόοδος µε πρώτο όρο 1 και η κοινό 

λόγο -e -sT/2, και εποµένως έχει άθροισµα  (1 +  e -sT/2) -1. Κατά συνέπεια, 

 

( )
/2

/2 /2

2 1 1

1

sT

sT sT

K K e
F s

s e s e

−

− −

−
= −

+
  

 

∆ηλαδή  

 

( ){ } ( ) 1
tanh

4

K
L f t F s sT

s
= =   

 

Η προσέγγιση που χρησιµοποιείται στο παράδειγµα 5.12 µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να 

αποδείξει το ακόλουθο θεώρηµα, το οποίο παρέχει µια ρητή έκφραση για τον µετασχηµατισµό  

Laplace µιας περιοδικής συνάρτησης. 

  

Θεώρηµα 1.5 Εάν η f  (t ), καθορισµένη για όλα τα θετικά t, είναι µια περιοδική συνάρτηση µε 

περίοδο T, δηλαδή f  (t  +  nT ) =  f  (t ) για όλους τους ακέραιους αριθµούς n, έπειτα 

 

0

1
{ ( )} ( )

1

T

sT

sT
e f tt d

e
L f t

−
−

=
− ∫  

  

Απόδειξη 
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 Εάν, όπως απεικονίζεται στο σχήµα 5.13, η περιοδική συνάρτηση f  (t ) είναι τµηµατικά συνεχής 

σε ένα διάστηµα µήκους T , έπειτα ο Μετασχηµατισµός  Laplace της υπάρχει και µπορεί να 

εκφραστεί ως µια σειρά ολοκληρωµάτων σε διαδοχικές περιόδους  δηλαδή 

 

0

{ ( )} ( )
st

f t e df tL t

∞
−= ∫  

            

2 3

0 ( 1)

( ) ( ) ( ) ... ( ) ...

T T T nT

st st st st

T T n T

f t e dt f t e dt f t e dt f t e dt− − − −

−

= + + + + +∫ ∫ ∫ ∫  

Εάν στα διαδοχικά ολοκληρώµατα κάνουµε τις αντικαταστάσεις 

 

t=τα+nT   (n=0,1,2,3,…) 

   
τότε  

  

( )

0 0

{ ( )} ( )

T

s nT

n

f nL Tf e dt t
∞

− +

=

= +∑ ∫ ττ   

 

Σχήµα 5.13 Περιοδική συνάρτηση που έχει περίοδο T . 

 

 

∆εδοµένου ότι η f  (t ) είναι περιοδική µε περίοδο T , 

 

f(τ+nΤ)=f(t)   (n=0,1,2.3,….) 

 

έτσι ώστε  

( ){ }
0 00 0

( ) ( ) ( )

T T

sT snT snT sT

n n

L f f e e dt e f e dtt
∞ ∞

− − − −

= =

==∑ ∑∫ ∫τ τ   

 

Η σειρά  ∑
n=0

∞

e  
-snT

=1+e
-sT

+e
-2sT

+e
-3sT

+  .... είναι µια άπειρη γεωµετρική πρόοδος µε πρώτο όρο 1 

και κοινό λόγο e
-sT

. Το άθροισµά της δίνεται από το (1 - e
-sT

) 
-1

, έτσι ώστε 

0

1
{ ( )} ( )

1

T

sT

sT
f e d

e
L f t

−
−−

= ∫ τ τ  

∆εδοµένου ότι, µέσα στο ολοκλήρωµα, η τ  είναι µια βουβή µεταβλητή, µπορεί να 

αντικατασταθεί από την t  για να δώσει το επιθυµητό αποτέλεσµα. 
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τέλος του θεωρήµατος 
 

 

Σηµειώνουµε ότι, από την άποψη της συνάρτησης βήµατος του Heaviside, το θεώρηµα 1.5 

µπορεί να δηλωθεί ως εξής: 

 

  

Εάν η f  (t ), καθορισµένη για όλα τα θετικά t, είναι µια περιοδική συνάρτηση µε περίοδο T  και 

 

f1 (t)=f(t)(H(t)-H(t-T) 

 

κατόπιν 

 

( ){ } ( ) ( ){ }1

11 sT
L f t e L f t

−−= −   

 

 
Σχήµα 5.14 Γραφική παράσταση της περιοδικής συνάρτησης εντός µιας περιόδου.  

 

Αυτή η διατύπωση ακολουθεί δεδοµένου ότι η f  (t ) είναι περιοδική και f 1 (t )= 0 για t > T . Για 

την περιοδική συνάρτηση f (t ) που παρουσιάζεται στο σχήµα 5.13 η αντίστοιχη συνάρτηση f1 (t ) 

παρουσιάζεται στο Σχήµα 5.14. Θα δούµε από τα ακόλουθα παραδείγµατα οτι αυτή η διατύπωση 

απλοποιεί την διαδικασία απόκτησης του µετασχηµατισµού Laplace των περιοδικών 

συναρτήσεων.  

 

Παράδειγµα 5.13 Επιβεβαιώστε το αποτέλεσµα που επιτυγχάνεται στο παράδειγµα 5.12 

χρησιµοποιώντας το θεώρηµα 1.5. 

 

Λύση 
Για το τετραγωνικό κύµα f  (t) που απεικονίζεται στο σχήµα 5.12 (α), η f  (t ) καθορίζεται σε µια 

περίοδο 0 < t < T  από 

 

1
,0

2
f(t)

1
,
2

t

t

 Κ < < Τ  
=  
 −Κ Τ < < Τ
    

 

   

Ως εκ τούτου µπορούµε να γράψουµε f 1 (t )=  K [ H (t ) - 2 H (t -
1

2  T  ) +  H (t - T  ) ], και έτσι  
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( ){ } ( )2/2 /2

1

1 2 1
1sT sT sTK

L f t K e e e
s s s s

− − − = − + = − 
 

  

 

 

Χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα του θεωρήµατος 1.5,  

( ){ } ( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )

2 2
/2 /2

1 /2 /2 /2

2
/2

/2

1 1

1 1 1

1 1
tanh

41

sT sT

sT sT sT

sT

sT

K e K e
L f t

s e s e e

K e K
sT

ss e

− −

− − −

−

−

− −
= =

− − +

−
= =

−

   

         

 

που επιβεβαιώνει το αποτέλεσµα που επιτυγχάνεται στο παράδειγµα 5.12.  

 
Παράδειγµα 5.14 Να υπολογιστεί ο Μετασχηµατισµός  Laplace του ανορθωµένου ηµικύµατος 

που καθορίζεται από 

 

sin t,0 /
f(t)

0, / 2 /

t

t

ω π ω
π ω π ω

< < 
=  

< <   
 

f  (t  +  2 n π /ω) =  f  (t ) για όλους τους ακέραιους αριθµούς n 

 

Λύση 

 

 Η f(t ) απεικονίζεται στο σχήµα 1.30 (δ), µε T  =  2 π/ω. Μπορούµε να εκφράσουµε την f1 (t ) ως 

f1(t)=sinωt[H(t)-H(t-π/ω] 

                        =sinωtH(t)+sinω(t-π/ω)H(t-π/ω] 

  

Έτσι  

 

( ){ } ( )/ /

1 2 2 2 2
1s s

L f t e e
s s

π ω π ωω ω
ω ω

− −= + +
+ +

  

 

Κατόπιν, από το αποτέλεσµα του θεωρήµατος 1,5, 
/

2 2 / 2 2 /

1
{ ( )}

1 ( )(1 )

s

s s

e

s e
L f

s
t

e

−

− −

+
=

+ +
=

− −

π ω

π ω π ω

ω ω
ω ω

 

 

 

Παράδειγµα 5.15 
 

Μια συνάρτηση f  (t ) καθορίζεται από 
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t,0 1
f(t)

0, 1

t

t

≤ ≤ 
=  

>   
  

Να εκφραστεί η f  (t  ) από την άποψη των συναρτήσεων µοναδιαίου βήµατος του Heaviside  

και να δειχθεί ότι 

 

( ){ } ( )2

1 1
1 s s

L f t e e
s s

− −= − −  

Λύση 

 

f(t)=tH(t)-tH(t-1) 

                          = tH(t)-(t-1)H(t-1)-1H(t-1) 

 

Mε χρήση του θεωρήµατος  

 ( ){ } ( )2 2 2

1 1 1 1
1s s s s

L f t e e e e
s s s s

− − − −= − − = − − −  

 

Παράδειγµα 5.16  Εκφράστε από την άποψη των συναρτήσεων µοναδιαίου βήµατος του 

Heaviside  τις ακόλουθες τµηµατικά συνεχείς αιτιώδεις συναρτήσεις. Σε κάθε µια περίπτωση 

λάβετε  τον Μετασχηµατισµό  Laplace της συνάρτησης. 
23 , (0 t 4)

) f(t) 2 3, (4 6

5, (t 6)

t

t tα

 ≤ ≤
 

= − < < 
 > 

 
, (0 t 1)

)g(t) 2 , (1 2

0, (t 2)

t

t tβ
≤ ≤ 

 
= − < < 
 > 

 
 

 

 

Λύση 

α)  
      f(t)=3t

2
 H(t)-(3t

2
 -2t+3)H(t-4)-(2t-8)H(t-6)= 

           =3t
2
 H(t)-[3(t-4)

2
 +22(t-4)+43]H(t-4)-[2(t-6)+4]H(t-6) 

οπότε, 

( ){ } [ ]4 2 6

3

4 6

3 3 3 3 2

6
3 22 43 2 4

6 6 22 43 2 4

s s

s s

L f t e L t t e L t
s

e e
s s s s s s

− −

− −

 = − + + + 

   = − + + −      

  

 

 

β)    

           f(t)=tH(t)+(2-2t)H(t-1)-(2-t)H(t-2)= 

                = tH(t)-2(t-1)H(t-1)-(t-2)H(t-2)= 
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οπότε, 

                                                       

( ){ } { } { }2

2

2

2

1
2

1
1 2

s s

s s

L f t e L t e L t
s

e e
s

− −

− −

= − + =

 = − + 

   

                                     

 

Παράδειγµα 5.17  θα υπολογίσουµε τους αντίστροφους του Μετασχηµατισµού  Laplace των 

επόµενων:  

(a) 

5

4( 2)

s
e

s

−

−    (b)   

2
3

( 3)( 1)

s
e

s s

−

+ +  
  

Λύση 

α) 
5

4

1 {
(

 }
2)

s
e

s
L−

−

−
= L

-1
  {e

-5s
F(s)}  όπου  ( )

4

1

( )
 

2
F

s
s =

−
   

Μετακινήστε το θεώρηµα f(t)=L-1  {F(s)}=

1

6 t3e2t     

 

Έτσι, από το θεώρηµα δεύτερης µετατόπισης 

 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

5
1

4

3 2 5

5 5
2

1
5 5

6

s

t

e
L f t H t

s

t e H t

−
−

−

  
= − − = 

−  

= − −

  

                          

 

β) 

( )( )
( ){ }

2
1 1 23

3 1

s
se

L L e F s
s s

−
− − −  

= = 
+ +  

    όπου  

                                      ( )
3 3

3 2 2

( 3)(s 1) 3 s 1
 

s s
F s

−
= +

+ + + +
=   

    ( ) ( ){ }1 33 3

2 2

t t
f t L F s e e

− − −= = −    

1
2

3
{ }

( 3)( 1)
 

s

s
L

e

s

−
−

+ +
=f(t-2)H(t-2) 

                                ( ) ( ) ( )2 3 23
2

2

t t
e e H t
− − − − = − −   
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Παράδειγµα 5.18  ∆εδοµένου ότι x  =  0 όταν t  = 0,   να λυθεί η διαφορική εξίσωση 

( )( )0
dx

x f t t
dt
+ = ≥   

  

όπου η f  (t  ) είναι η συνάρτηση που καθορίζεται στην άσκηση 1,  

Σχεδιάστε σε µια γραφική παράσταση τη λύση.  

 

Λύση 

( ) ( ){ } 2

1
, 1 s sdx

x f t L f t e se
dt s

− − + = = − −    

 

Παίρνοντας  υπόψη τον µετασχηµατισµό του Laplace µετασχηµατίζεται µε x(0)=0 

 

( ) ( ) ( )

( )
( )

{ }

2 2

2 2

2

11
1

1 1

1

1 1 1

1

s

s

s

s
x X s e

s s

X s e
s s s

e L t
s s s

−

−

−

+
+ = −

= −
+

= − + + −
+

  

         

          

 

Λαµβάνοντας αντίστροφους µετασχηµατισµούς 

 

x(t)=-1+e
-t
+t-(t-1)H(t-1) 

      =e
-t
+(t-1)[1-H(t-1)] 

Ή  x(t)= e
-t
+(t-1)  για t ≤ 1 

      x(t)= e-t  για t ≥ 1 

Σκίτσο απόκρισης είναι: 
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Παράδειγµα 5.19   Η είσοδος θi (t  ) και η έξοδος θο (t ) ενός σερβοµηχανισµού συσχετίζονται 

από τη διαφορική εξίσωση 

0θ
••

+8 0θ
•

+16θ0 =θi     ( t ≥ 0) 

 

και αρχικά θο (0) =  θο (0)=  0. Για θi =  f  (t ), όπου 

 

1 t,0 1
f(t)

0, 1

t

t

− < < 
=  

>  ∆είξτε ότι  

2 21

1 1
{ ( )} ss

L e
s s

t
−−

+=θ  

 

και ως εκ τούτου λάβετε µια έκφραση για την απόκριση του συστήµατος στο χρόνο t . 

Λύση 
θi (t)=f(t)=(1-t)H(t)-(1-t)H(t-1) 

               =(1-t)H(t)+(t-1)H(t-1) 

 Ή 

( ){ } { }1 2

2 2 2 2

1 1

1 1 1 1 1

s

s s

L t e L t
s s

s
e e

s s s s s

θ −

− −

= − + =

−
= − + = +

  

             

 Στη συνέχεια, λαµβάνοντας τον µετασχηµατισµό Laplace τροποποιείται   χρησιµοποιώντας 

( ) ( )

( ) ( )

0 0

2

0 2 2

0 0 0

1 1
8 16 ss

s s s e
s s

θ θ

−

= =

−
+ + Φ = +

&

 

                           

     

( )
20 2 2 2

1 1
[ ]

( 4) ( 4)

ss s
e

s s s s
s −− −

+
+ +

Φ =  

2 2 2 2 2

1 3 2 3 10 3 2 1 2
[ ] [ ]

4 ( 4) 32 4 ( 4)

s
e

s s s s s s s s s

−

= − − + + + +
+ + + +  

 

όπου είναι η λήψη µετασχηµατισµών 

 

θ0 (t)= L
-1  {Φ0 (s)}=

1

32 [3-2t-3e-4t-10te-4t] +

1

32 [-1+2(t-1)+e-4(t-1)+2(t-1)te-4(t-1)]H(t-1) 

                            =

1

32 [3-2t-3e-4t-10te-4t] +

1

32 [2t-3+(2t-1) e-4(t-1)]H(t-1) 
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Παράδειγµα 5.20   Μια περιοδική συνάρτηση f  (t  ), µε περίοδο 4 µονάδες, καθορίζεται µέσα 

στο διάστηµα                  0 ≤ t < 4 από 

 

3t,0 2
f(t)

6, 2 4

t

t

≤ < 
=  

≤ <   
 

  

Σχεδιάστε σε µια γραφική παράσταση την συνάρτηση για 0 ≤ t < 12 και λάβετε  τον 

Μετασχηµατισµό  Laplace. 

Λύση 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

           Σκίτσο σε µια περίοδο όπως φαίνεται και επεκτάθηκε εύκολα   0 12t≤ <   

  

                                    f1(t)=3tH(t)-(3t-6)H(t-2)-6H(t-4) 

                                          =3tH(t)-3(t-2)H(t-2)-6H(t-4) 

                                          ( ){ } ( ) 2 4

1 1 2 2

3 3 6s s
L f t F s e e

s s s

− −= = − −   

Τότε από το θεώρηµα έχουµε: 

                     

( ){ } ( ) ( )

( ) ( )

14

2 4

2 4

1
1

1
3 3 6

1

s

s s

s

L f t F s F s
e

e se
s e

−

− −

−

= = −

= − −
−
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ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 
 

Ο  Μετασχηµατισµός   laplace χρησιµοποιείται στην  επίλυση  προβληµάτων  µηχανικών. Με 

τον µετασχηµατισµό Laplace λαµβάνουµε τoν µετασχηµατισµό Laplace µερικών απλών 

συναρτήσεων, υπολογίζοµε τον αντίστροφο µετασχηµατισµό των ολοκληρωµάτων. Με την χρήση 

του µετασχηµατισµού επιλύουµε τις συνήθεις γραµµικές διαφορικές εξισώσεις µε σταθερούς 

συντελεστές. Αυτές οι διαφορικές εξισώσεις διέπουν προβλήµατα στα Ηλεκτρικά κυκλώµατα, στις 

Μηχανικές δονήσεις, και ταλαντώσεις που περιγράφονται µε επιπλέον χρήση περιοδικών 

συναρτήσεων. Η χρήση του µετασχηµατισµού Laplace οδηγεί σε µια ενοποιηµένη προσέγγιση και 

παρέχει στον µηχανικό µεγαλύτερη διορατικότητα στη συµπεριφορά του συστήµατος.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 97 

 

 

 

ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ   

 
[1]  Advanced Modern Engineering   Mathematics  

 

 (Εκδότης: Addison-Wesley; Μεταγενέστερη έκδοση (1η ∆εκεµβρίου 2000) 

 

[2]  Μετασχηµατισµός LAPLACE (Laplace Tranform) Aναστασία Βελώνη  Τµήµα Η.Υ.Σ 

 

(Εκδότης: Ανώτατο Εκπαιδευτικό Ίδρυµα Πειραιά). 
 

[3]  Μετασχηµατισµός LAPLACE 

 

(Εκδότης: Αθανασιάδη 1993) 

 

[4] Μπράτσος, Α. (2002) Ανώτερα µαθηµατικά 

 

(Εκδότης: Σταµούλη) 

 

 

 

 

 

 

 

 


