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ΠΕΡΙΛΗΨΗ  

Για να φτάσουµε στην απόκτηση του πτυχίου µας αποφασίσαµε να 

αναλάβουµε την παρούσα πτυχιακή εργασία. Με την πολύτιµη βοήθεια του καθηγητή 

µας αναλύουµε το παρακάτω θέµα: Γραµµικός Προγραµµατισµός από την Θεωρία 

στην Πράξη. 

Βασικό αντικείµενο της παρούσας πτυχιακής εργασίας είναι ο εντοπισµός 

ορισµένων προβληµάτων που αφορούν τις επιχειρήσεις  και µπορούν να εκφραστούν 

ως γραµµικά προγράµµατα. Στα συγκεκριµένα προβλήµατα για την καλύτερη 

επίλυση τους θα χρησιµοποιήσουµε κάποιο πρόγραµµα του Γραµµικού 

Προγραµµατισµού το οποίο συνήθως καλούµε και «solver», όπου θα δώσουµε 

συγκεκριµένες τιµές και παραµέτρους που εµπλέκονται µε το πρόβληµα, και τα 

αποτελέσµατα που θα παραχθούν θα τα σχολιάσουµε. 

Έτσι λοιπόν στο πρώτο µέρος της πτυχιακής εργασίας αναλύουµε την 

Επιχειρησιακή Έρευνα. Γνωρίζουµε την ιστορική αναδροµή της, σε ποιους τοµείς 

δραστηριοποιείται και ποια προβλήµατα αντιµετωπίζει. Μέσα από την Επιχειρησιακή 

Έρευνα ερχόµαστε σε µία πρώτη επαφή µε τον Γραµµικό Προγραµµατισµό, για να 

βρεθούµε στο δεύτερο κεφάλαιο και να  εξηγήσουµε τι ακριβώς είναι ο Γραµµικός 

Προγραµµατισµός, ποια η σηµασία του και να  δούµε τις µεθόδους που 

χρησιµοποιούνται για την επίλυση των προβληµάτων. Έχοντας λοιπόν µιλήσει για 

τον Γραµµικό Προγραµµατισµό, στο τρίτο κεφάλαιο περιγράφουµε την µέθοδο 

Simplex και αναλύουµε τις µεθόδους της για να είµαστε σε θέση να κατανοήσουµε τα 

γραµµικά προβλήµατα και πως αυτά επιλύονται. Τέλος στο τέταρτο κεφάλαιο 

παραθέτουµε πέντε από τα προβλήµατα µαζί µε την λύση τους και τους σχολιασµούς 

τους. Αυτά τα προβλήµατα απασχολούν ορισµένες επιχειρήσεις  και 

αντικατοπτρίζουν τα εµπόδια που µπορεί να αντιµετωπίζουν. Εµείς λοιπόν για την 

ανάγκη της πτυχιακής εργασίας µας πήραµε κάποια από αυτά τα προβλήµατα. Τα 

λύσαµε µε την βοήθεια του Solver που είναι ένα Γραµµικό Πρόγραµµα και µέσω των 

µεθόδων του φτάσαµε στις καλύτερες δυνατές λύσεις. Κάπως έτσι καταλήγουµε στον 

επίλογο της πτυχιακής µας εργασίας που έχοντας µιλήσει για όλα αυτά παραπάνω 

είµαστε στην θέση να αναγνωρίζουµε την χρησιµότητα του Γραµµικού 

Προγραµµατισµού και να κατανοήσουµε τον σπουδαίο ρόλο που έχει ανάµεσα στις 

επιχειρήσεις. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

 

1 ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΗ ΕΡΕΥΝΑ 

1.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ  

Η Επιχειρησιακή Έρευνα κατέχει σπουδαίο ρόλο σε µία εποχή που συνεχώς 

µεταβάλλεται και εξελίσσεται µε ραγδαίους ρυθµούς. Για να καταλάβουµε την 

ουσιαστική συµµετοχή της σε όλους τους τοµείς, αρκεί να δούµε τον παρακάτω 

συλλογισµό. Οι επιχειρηµατικές δραστηριότητες απαιτούν πόρους. Τα είδη των 

πόρων είναι το κεφάλαιο, τα µηχανήµατα, οι πρώτες ύλες, το ανθρώπινο δυναµικό, ο 

εξοπλισµός, ακόµα και ο διαθέσιµος χρόνος κ.τ.λ. Όλα αυτά τα είδη πόρων µε την 

σειρά τους υπόκεινται σε κάποιους περιορισµούς που προκύπτουν από την διεύθυνση 

και την διοίκηση µεγάλων συστηµάτων και οργανισµών. Μέσα από αυτούς τους 

περιορισµούς δηµιουργούνται τα προβλήµατα. Σκοπός της Επιχειρησιακής Έρευνας 

λοιπόν, είναι να βελτιώνει την κατανοµή των περιορισµένων πόρων για να 

εξασφαλίζει µια πιο οµαλή λειτουργία στην διεκπεραίωση διάφορων εργασιών της 

εκάστοτε επιχείρησης, χρησιµοποιώντας τις τεχνικές της Επιχειρησιακής Έρευνας.  

 

1.2 ΙΣΤΟΡΙΚΗ ΑΝΑ∆ΡΟΜΗ 

 Εµφανίστηκε για πρώτη φορά στην δεκαετία του 1930. Προσπάθησε να λύσει 

λειτουργικά προβλήµατα. Ήταν ένας τρόπος εύρεσης του πιο αποδοτικού τρόπου 

εξολόθρευσης ανθρώπων εν καιρώ πολέµου. Αναπτύχθηκε κυρίως στον Β΄ 

Παγκόσµιο Πόλεµο στην Αγγλία. Ο όρος ’’επιχειρησιακή’’ προέρχεται από τις 

πολεµικές επιχειρήσεις. Συµµετείχαν διαφορετικές οµάδες επιστηµόνων, από πολλούς 

κλάδους (µαθηµατικοί, φυσικοί, µηχανικοί). Μερικοί από αυτούς, βραβεύτηκαν 

κιόλας, µε βραβείο Nobel για τις µετέπειτα εργασίες τους. Κύριες εφαρµογές που 

ασχολήθηκε τότε η Επιχειρησιακή Έρευνα ήταν η αεροάµυνα, ο ανθυποβρυχιακός 

πόλεµος, ο σχεδιασµός περιπολιών των αεροσκαφών και ο σχεδιασµός όπλων. 
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 ∆εν πρέπει να οδηγηθούµε στην εσφαλµένη εντύπωση ότι είναι µια µέθοδος 

επιστηµονικής ανάλυσης, η οποία µπορεί να εφαρµοστεί µόνο σε προβλήµατα 

στρατιωτικού περιεχοµένου. Μετά τον Β΄ Παγκόσµιο Πόλεµο καθιερώθηκε ως νέο 

επιστηµονικό πεδίο και αναπτύχθηκε ραγδαία κυρίως στις Η.Π.Α. Κατά την δεκαετία 

του 1950 έγιναν οι πρώτες εφαρµογές στον τοµέα της βιοµηχανίας και της διοίκησης. 

Τέλος το 1960 καθιερώθηκε ως µάθηµα στα Πανεπιστήµια. 

1.3 ΟΙ ΠΑΡΑΓΟΝΤΕΣ ΑΝΑΠΤΥΞΗ ΤΗΣ ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΗΣ 

ΕΡΕΥΝΑΣ 

Η ραγδαία εξέλιξη της Επιχειρησιακής Έρευνας προέρχεται από την γρήγορη 

ανάπτυξη µαθηµατικών τεχνικών και εργαλείων. Τις δεκαετίες του 1950 και 1960 

αναπτύχθηκαν οι περισσότεροι αλγόριθµοι και µέθοδοι που χρησιµοποιούνται ακόµα 

και σήµερα όπως είναι ο Γραµµικός προγραµµατισµός και η µέθοδος Simplex, ο 

έλεγχος αποθεµάτων, η θεωρία αναµονής και ο δυναµικός προγραµµατισµός. Φυσικά 

βοήθησε αρκετά και η ραγδαία εξέλιξη των Η/Υ µε την επανάσταση της 

πληροφορικής αφού µε την βοήθειά της, ανέπτυξαν ειδικά προγράµµατα που 

βοηθούσαν στην καλύτερη διαχείριση δεδοµένων και την γρήγορη επίλυση των 

προβληµάτων. 

1.4 ΟΡΙΣΜΟΣ 

 Ο όρος Επιχειρησιακή Έρευνα προέρχεται από τον αγγλικό όρο Operation 

Research (OR). Παρά την µακροχρόνια πορεία της στην ιστορία δεν έχει καθιερωθεί 

κάποιος θεµελιώδης ορισµός. Πολλοί επιστήµονες προσπάθησαν κατά καιρούς να 

δώσουν έναν ορισµό που να ανταποκρίνεται στην φύση και στο περιεχόµενο της και 

να καθορίζει ακριβώς το πεδίο εφαρµογής της. Μερικοί ασχολήθηκαν µε τα 

αποτελέσµατα που επιτυγχάνει και άλλοι προσπάθησαν να ορίσουν µε ακρίβεια το 

περιεχόµενο της. Υπάρχουν πολλοί ορισµοί βέβαια που αναγνωρίζονται και 

παραθέτουµε παρακάτω τους ποιο σηµαντικούς.    

 Σύµφωνα µε την εταιρεία επιχειρησιακής έρευνας στη Αγγλία, είναι η 

εφαρµογή της σύγχρονης επιστήµης πάνω σε πολύπλοκα προβλήµατα που 

προκύπτουν στην διεύθυνση και διοίκηση µεγάλων συστηµάτων, αποτελούµενων από 

ανθρώπους, µηχανές, υλικά και κεφάλαια στις επιχειρήσεις. Η χαρακτηριστική της 

µεθοδολογία συνίσταται στην ανάπτυξη επιστηµονικού µοντέλου του υπό µελέτη 
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συστήµατος που περιλαµβάνει µετρήσεις τυχαίων παραγόντων και µε το οποίο 

προβλέπει και συγκρίνει τα αποτελέσµατα εναλλακτικών αποφάσεων, στρατηγικών 

και ελέγχων.   

Επιχειρησιακή Έρευνα µπορεί να θεωρηθεί σύµφωνα µε τον Ackoff και 

Sasienni η εφαρµογή επιστηµονικών µεθόδων από µικτές οµάδες σε προβλήµατα που 

αφορούν τον έλεγχο οργανωµένων συστηµάτων (αποτελούµενο από ανθρώπους και 

µηχανές) κατά τρόπο ώστε να παρέχουν λύσεις που εξυπηρετούν κατά τον καλύτερο 

δυνατό τρόπο τους σκοπούς του οργανισµού ως συνόλου.     

 Κατά τον Morse και Kimbale η Επιχειρησιακή Έρευνα είναι µια επιστηµονική 

µέθοδος η οποία εφοδιάζει τα διευθύνοντα στελέχη διάφορων οργανισµών µε 

ποσοτικά στοιχεία, κατάλληλα για τις αποφάσεις που πρέπει να πάρουν αναφορικά µε 

τις ενέργειες τις οποίες διευθύνουν.       

 Τέλος, σύµφωνα µε τον Ελληνικό ορισµό η Επιχειρησιακή Έρευνα είναι η 

επιστηµονική προετοιµασία των αποφάσεων της διοίκησης µε την επιστηµονική 

ανάλυση των δεδοµένων και την δηµιουργία µαθηµατικών προτύπων. 

1.5 ΣΥΓΓΕΝΕΙΣ ΕΠΙΣΤΗΜΟΝΙΚΟΙ ΚΛΑ∆ΟΙ 

Η Επιχειρησιακή Έρευνα είναι η επιστήµη που ασχολείται µε τη 

βελτιστοποίηση (optimization) της απόδοσης ενός συστήµατος. Θα µπορούσαµε να 

πούµε πως χωρίζεται σε δύο µέρη:       

α)Επιστήµη: που χρησιµοποιεί µαθηµατικές τεχνικές και                                   

µεθοδολογία όπως  είναι η µοντελοποίηση και η στατιστική ανάλυση  

β)Τέχνη: που είναι ο ανθρώπινος παράγοντας όπου προσπαθεί µε τις 

µαθηµατικές τεχνικές να βρει την κατάλληλη λύση, για το κατάλληλο 

πρόβληµα.  

Για το λόγο αυτό χαρακτηρίζεται συχνά και µε τους όρους Ποσοτική 

Ανάλυση (Quantitative Analysis) ή ∆ιοικητική Επιστήµη (Management Science). 

Συγγενής επιστηµονικός κλάδος είναι η Οργάνωση και ∆ιοίκηση όπου µπορεί να 

ασχολούνται µε τα ίδια προβλήµατα αλλά χρησιµοποιούν διαφορετική µεθοδολογία. 

Η µεθοδολογία της Επιχειρησιακής Έρευνας είναι η µέθοδος των θετικών επιστηµών 

προσαρµοσµένη στις συνθήκες των κοινωνικών επιστηµών και κυρίως της ∆ιοίκησης 

των Οργανισµών.    
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Άλλος ένας κλάδος είναι  η Κυβερνητική και Επιστήµη Συστηµάτων που 

παρόλο που µελετούν συστήµατα η Επιχειρησιακή Έρευνα δεν τα διακρίνει στη βάση 

της υλικής τους δοµής αλλά στη βάση της οργανωτικής τους δοµής, αναλύει τις 

πληροφορίες και επιχειρεί να τις µετρήσει ποσοτικά, δίνει βαρύτητα στα συστήµατα 

ελέγχου, ασχολείται µε συστήµατα που δεν περιγράφονται µαθηµατικά και 

περιλαµβάνει µέλη ποικίλων επιστηµονικών κλάδων. 

1.6 ΤΟΜΕΙΣ ΠΟΥ ∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΠΟΙΕΙΤΑΙ 

Η αποτελεσµατικότητα του νέου κλάδου προσέλκυσε το ενδιαφέρον της 

βιοµηχανίας. Από την άλλη πλευρά, η πρόοδος των Η/Υ προκάλεσε και ταυτόχρονη 

ανάπτυξη της Επιχειρησιακής Έρευνας σε πολλά επίπεδα. Τα προβλήµατα είναι 

πλέον τόσο µεγάλα που είναι αδύνατη η εκτέλεση τον απαιτούµενων υπολογισµών µε 

το χέρι. Όλες αυτές οι µεταβολές στο οικονοµικό και επιχειρησιακό περιβάλλον, η 

αύξηση της πολυπλοκότητας, η αλληλεξάρτηση των διαφόρων φαινοµένων, οι 

ανάγκες υποστήριξης για σφαιρική προσέγγιση και για συστηµατική ανάλυση της 

λήψης αποφάσεων, έχουν συµβάλλει για να γίνει ένα απαραίτητο εργαλείο. Οι κλάδοι 

που δραστηριοποιείται η Επιχειρησιακή Έρευνα αφορά όλους τους τοµείς και µερικοί 

από αυτούς αναφέρονται παρακάτω:  

• Οικονοµία 

• Εκπαίδευση 

• Παραγωγή 

• Πληροφορική 

• Marketing 

• Χρηµατοοικονοµικά 

• Οργάνωση και ∆ιοίκηση 

• Ανθρώπινο ∆υναµικό 

• ∆ηµόσιος Τοµέας 

• Περιβάλλον 

• Ενέργεια, Φυσικοί Πόροι 

• Ηλεκτρονική, Επικοινωνίες 

• ∆ίκτυα, Μεταφορές, Εφοδιασµός 
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Εικόνα 1 : Τοµείς Επιχειρησιακής Έρευνας 

Στο διάγραµµα παραπάνω βλέπουµε ξεκάθαρα πως είναι µία επιστήµη που 

απευθύνεται σε πολλούς τοµείς και διάφορους κλάδους. Με την αποτελεσµατικότητα 

της έχει καταφέρει να είναι µία επιστήµη που µπορεί να επιλύει διάφορα προβλήµατα 

δίνοντας τις ιδανικότερες λύσεις ώστε να εξασφαλίσει την ορθή λειτουργία µιας 

επιχείρησης ή ενός οργανισµού. Για να κατανοήσουµε καλύτερα την εφαρµογή της 

Επιχειρησιακής Έρευνας θα µπορούσαµε να δούµε στην πράξη κάποια από τα 

παραδείγµατα των περιοχών εφαρµογής της όπως: 
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Εικόνα 2 : Περιοχές εφαρµογής Επιχειρησιακής Έρευνας 

1.7 ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΑ 

Βάση των πληροφοριών που συλλέξαµε, ύστερα από εκτεταµένη αναζήτηση, 

τα βασικά χαρακτηριστικά της Επιχειρησιακής Έρευνας που µπορούµε να 

επισηµάνουµε, είναι τα ακόλουθα:  

♦ Χρησιµοποιεί επιστηµονική µεθοδολογία για να εκτιµήσει την 

βέλτιστη λύση των προβληµάτων µε βάση τα αντικειµενικά κριτήρια. 

Το βασικό εργαλείο που χρησιµοποιεί είναι η ανάπτυξη µαθηµατικών 

µοντέλων. 

♦ Η διεξαγωγή της έρευνας δεν γίνεται σε µεµονωµένα εργαστήρια 

ερευνών, όπως η κλασική έρευνα, αλλά σε χώρους των προβληµάτων 

που υπάρχει συνεχή επαφή και συνεργασία των επιχειρησιακών 

ερευνητών µε τα διοικητικά στελέχη που είναι αρµόδια για τον 

συγκεκριµένο χώρο. 
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♦ Απευθύνεται σε προβλήµατα λήψεως αποφάσεων και στον έλεγχο 

οργανωµένων ενεργών συστηµάτων. 

 

♦ Η επιχειρησιακή έρευνα έχει υιοθετήσει την προσέγγιση του 

συστήµατος κατά την οποία η συµπεριφορά οποιουδήποτε  από τα 

µέλη του συστήµατος επηρεάζει κατά κάποιο τρόπο την συµπεριφορά 

των άλλων µελών καθώς και όλο το σύστηµα ως συνόλου. 

♦ Η έρευνα διεξάγεται από µικτές οµάδες επιστηµόνων, από  διάφορες 

ειδικότητες και ονοµάζεται «διεπιστηµονική προσέγγιση». Είναι η 

συνεργασία πολλών ειδικοτήτων µαζί, µε διαφορετικό υπόβαθρο και 

τρόπο σκέψης όπως οικονοµολόγοι, µηχανικοί, µαθηµατικοί, βιολόγοι 

κ.τ.λ.   

 

1.8 ΤΕΧΝΙΚΕΣ ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΗΣ ΕΡΕΥΝΑΣ 

Για να µπορέσουµε να κατηγοριοποιήσουµε τις τεχνικές πρέπει να 

αναφερθούµε είτε στο πεδίο εφαρµογής της, είτε στον τύπο του µαθηµατικού 

µοντέλου. Έτσι λοιπόν έχουµε τα παρακάτω: 

1. Γραµµικός Προγραµµατισµός που αποτελεί τη βασικότερη µεθοδολογία 

της επιχειρησιακής έρευνας. Υπολογίζοντας τις µεταβλητές και τους 

περιορισµούς του προβλήµατος, δηµιουργεί µια γραµµική συνάρτηση που 

περιγράφει τον αντικειµενικό στόχο. Ένα τέτοιο παράδειγµα είναι η 

κατανοµή των περιορισµένων πόρων µιας επιχείρησης µε τον 

αποτελεσµατικότερο τρόπο. Οι περιορισµοί αφορούν το κεφάλαιο, τα 

µηχανήµατα, το προσωπικό της επιχείρησης κ.τ.λ.  

 

2. Μη γραµµικός - Ακέραιος Προγραµµατισµός: αποτελεί επέκταση του 

Γραµµικού Προγραµµατισµού σε ειδικές περιπτώσεις. Στον Ακέραιο 

Προγραµµατισµό κάποιες µεταβλητές ορισµένες φορές λαµβάνουν µόνο 

ακέραιες τιµές όπως σε προβλήµατα που έχουµε να κάνουµε µε κάποιες 

συγκεκριµένες χρονικές περιόδους που πρέπει να εκτελεστεί µια εργασία. 
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3. Θεωρία Αποφάσεων-Θεωρία Παιγνίων: είναι τα µοντέλα 

αποφάσεων που συστηµατοποιούν τις µεθόδους της βέλτιστης λύσης 

και των εναλλακτικών αποφάσεων µέσα στην αβεβαιότητα και το 

ρίσκο, έχοντας πάντα για κάθε πρόβληµα µια εναλλακτική λύση. 

4. Προβλήµατα Μεταφοράς: λαµβάνει υπόψη τη διαθέσιµη ποσότητα 

σε όλα τα σηµεία αποθήκευσης, την ζήτηση σε όλα τα σηµεία 

κατανάλωσης αλλά και το κόστος µεταφοράς από το ένα σηµείο στο 

άλλο. Με το µαθηµατικό µοντέλο που δηµιουργείται µπορεί να 

προσδιορίσει ακριβώς τις µεταφορές που πρέπει να γίνουν. 

5. Ουρές Αναµονής: έχει ως σκοπό την καλύτερη λειτουργία µονάδων 

εξυπηρέτησης όπως είναι ο χρόνος αναµονής των πελατών σε µια 

επιχείρηση. 

6. Προγραµµατισµός και Έλεγχος Αποθεµάτων: στόχος της είναι να 

προγραµµατίσει τα αποθέµατα για τον καθορισµό της ποσότητας κάθε 

παραγγελίας και του χρόνου που απαιτείται. Είναι πολύ σηµαντικό 

γιατί τα αποθέµατα είναι µέρος του κεφαλαίου της επιχείρησης και 

κατά κάποιο τρόπο είναι δεσµευµένα και δεν µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν σε άλλες δραστηριότητες. 

7. Μοντέλα ∆ικτύων: αναπαριστά πραγµατικές καταστάσεις υπό µορφή 

δικτύου όπως ο προγραµµατισµός και ο έλεγχος κάποιου έργου. 

 

1.9 ∆ΙΑΚΡΙΣΕΙΣ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΩΝ 

 Τα προβλήµατα που απασχολούν την Επιχειρησιακή Έρευνα είναι από 

διαφορετικούς τοµείς και πολλούς κλάδους. Ωστόσο για την διευκόλυνση µας, 

διακρίνονται σε κατηγορίες ανάλογα µε το επίπεδο της διοίκησης, το περιεχόµενό 

τους και τον τύπο ή την µορφή τους.    
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 Στο επίπεδο διοίκησης συναντάµε το Στρατηγικό Επίπεδο (Strategic Level), 

το Τεχνικό Επίπεδο (Operational Level) και το Τακτικό Επίπεδο (Tactical Level). Η 

διάκριση αυτών των επιπέδων γίνεται βάση της διάρκειας που έχουν τα προβλήµατα, 

είτε αυτά είναι τακτικά άρα µικρής διάρκειας, είτε στρατηγικά  που έχουν µεγαλύτερη 

διάρκεια. Στην συνέχεια έχουµε τους αντικειµενικούς σκοπούς, όπου τα στρατηγικά 

προβλήµατα θέτουν βασικούς αντικειµενικούς σκοπούς σε αντίθεση µε τα τακτικά 

προβλήµατα που θέτουν ενδιάµεσους λεπτοµερείς στόχους. Τέλος διακρίνονται και 

ανάλογα µε το µέρος της επιχείρησης που απευθύνονται γιατί σε τακτικά προβλήµατα 

χρειάζεται µικρότερο µέρος, ενώ σε στρατηγικά προβλήµατα απαιτείται µεγαλύτερο 

µέρος.           

 Όσον αφορά το περιεχόµενο χωρίζεται σε κατηγορίες ανάλογα και µε τον 

κλάδο που απευθύνεται. Τέτοιες κατηγορίες είναι η παραγωγή, που έχει αναρίθµητα 

ζητήµατα όπως είναι επιλογή θέσεως εργοστασίου, ο προγραµµατισµός της 

παραγωγής, ο έλεγχος ποιότητας, ο µηχανολογικός εξοπλισµός, οι πωλήσεις, η 

διανοµή κ.τ.λ. Άλλη κατηγορία είναι τα οικονοµικά που έχει να κάνει µε 

προϋπολογισµούς και χρηµατοοικονοµικούς προγραµµατισµούς και κάποιες άλλες 

κατηγορίες είναι η εµπορία και το προσωπικό. 

 Τέλος ως προς την µορφή ή τον τύπο υπάρχει ο τρόπος συσχέτισης των 

παραµέτρων του προβλήµατος. Το µαθηµατικό µοντέλο καθορίζει τον τύπο του 

προβλήµατος. Υπάρχουν συγκεκριµένες κατηγορίες προβληµάτων, χωρίς αυτό 

βέβαια να σηµαίνει ότι δεν υπάρχουν προβλήµατα που δεν µπορούν να ενταχθούν σε 

κάποια από αυτές τις κατηγορίες. 

 

1.10 ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ 

 Έχουµε καταλήξει στο γεγονός πως η Επιχειρησιακή Έρευνα έχει ως στόχο 

την επίλυση των προβληµάτων που προκύπτουν στις επιχειρήσεις από διάφορους 

περιορισµούς. Μέσω των τεχνικών της, είναι σε θέση να βρίσκει τις κατάλληλες 

λύσεις. Για να το κάνει όµως αυτό ακολουθεί µία συγκεκριµένη µεθοδολογία που την 

βοηθά να αποκτήσει µια πιο σφαιρική άποψη πάνω στο κάθε σύστηµα που θα 

επέµβει.  
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Το πρώτο βήµα της µεθοδολογίας της Επιχειρησιακής Έρευνας  είναι η 

παρατήρηση του συστήµατος. Σκοπός είναι  να µπορέσει να αναγνωρίσει και να 

διαµορφώσει το πρόβληµα που θα εντοπίσει. Μετά την αναγνώριση του προβλήµατος 

πρέπει να γίνει λεπτοµερής ανάλυση όλων των παραµέτρων, καθώς και να 

καθοριστούν τα πεδία τιµών και οι περιορισµοί που έχει το πρόβληµα. Πρέπει ακόµα 

να προσδιοριστούν οι επιθυµητοί στόχοι και να µελετηθούν επιπτώσεις που µπορεί να 

προκύψουν.  

Στην συνέχεια περνάει στο δεύτερο βήµα που είναι η κατασκευή του 

µαθηµατικού µοντέλου. Εισάγει στο µαθηµατικό µοντέλο τους περιορισµούς και τις 

παραµέτρους που έχει εντοπίσει και διατυπώνει το πρόβληµα µε µαθηµατικές 

σχέσεις. Ύστερα γίνεται η µοντελοποίηση, δηλαδή η αναπαράσταση του 

προβλήµατος ως ένα σύνολο  µαθηµατικών εξισώσεων. Τέλος µέσω του υπολογιστή 

και των προγραµµάτων που χρησιµοποιεί επιλύει το µαθηµατικό µοντέλο. Στην ουσία 

αναλύει της λύσεις των εξισώσεων που προκύπτουν για να βρει την καταλληλότερη 

λύση.           

Στο τρίτο βήµα ελέγχει την λύση που προέκυψε από το µαθηµατικό µοντέλο, 

το µελετά και επαληθεύει αν είναι όντως η πιο κατάλληλη λύση. Μετά περνάει στην 

επόµενη φάση, που πρέπει να υλοποιήσει και να διατηρήσει την λύση που έχει 

επιλέξει. Τέλος πρέπει να αξιολογήσει την λύση και να επαληθεύσει πως έχει τα 

αναµενόµενα αποτελέσµατα που επιθυµούσε από την αρχή.    
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1.10.1 ΣΤΑ∆ΙΑ ΑΝΤΙΜΕΤΩΠΙΣΗΣ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΩΝ 

Μετά την ανάλυση των βηµάτων της µεθοδολογίας, σχεδιάσαµε ένα 

διάγραµµα που απεικονίζει τα βήµατα που ακολουθεί η Επιχειρησιακή Έρευνα, όταν 

πρόκειται να λύσει ένα πρόβληµα.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εικόνα 3 : Στάδια προβληµάτων 

 

1.10.2 ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ 

Η διαδικασία της µοντελοποίησης είναι ένα σηµαντικό κοµµάτι. Το µοντέλο 

διαµορφώνεται µε µαθηµατικά σύµβολα και σχέσεις και απεικονίζει το υπό µελέτη 

σύστηµα. Στην ουσία αναπαριστά κάποια κατάσταση ή διαδικασία του συστήµατος, 

µε µαθηµατικές εξισώσεις. Ένα µαθηµατικό µοντέλο θα πρέπει να είναι δυνατό να 

λυθεί και να περιγράφει ακριβώς το πρόβληµα που πρέπει να επιλύσουµε. Γενικά ένα 

µοντέλο πρέπει να είναι πλήρες και εύκολο να το χρησιµοποιήσουµε, να µπορούµε να 
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το προσαρµόσουµε στα δεδοµένα και να είναι χρήσιµο ως προς το κόστος και τον 

χρόνο.  

Ένα µαθηµατικό µοντέλο περιέχει:  

• Μεταβλητές απόφασης: είναι οι αποφάσεις που πρέπει να ληφθούν 

και καθορίζονται από αυτόν που παίρνει τις αποφάσεις, είναι δηλαδή 

ελεγχόµενες µεταβλητές που τις µεταβάλλουµε για να πετύχουµε το 

σκοπό. 

• Αντικειµενικό στόχο: είναι ο στόχος που έχει τεθεί από τις 

µεταβλητές απόφασης και συνήθως στοχεύει στην βελτίωση µιας 

κατάστασης. 

• Παραµέτρους: είναι µετρήσιµα στοιχεία που επηρεάζουν την λύση 

του προβλήµατος και παρόλο που τα γνωρίζουµε από την αρχή δεν 

µπορούν να αλλάξουν γιατί είναι δεδοµένα. 

• Περιορισµούς: είναι µαθηµατικές σχέσεις που συνδέονται µε τις τιµές 

των µεταβλητών αποφάσεων και τις παραµέτρους του προβλήµατος 

και καθορίζουν τις συνθήκες λειτουργίας του συστήµατος. 

Τα µοντέλα επίσης χωρίζονται σε κατηγορίες. Αυτός ο καθορισµός γίνετε 

ανάλογα µε τις µεθόδους επίλυσης, το αποτέλεσµα που προκύπτει από την εφαρµογή 

του µοντέλου και τον τρόπο αντιµετώπισης σε συνθήκες αβεβαιότητας. 

Στην κατηγορία που διαχωρίζονται βάση της µεθόδου επίλυσης συναντάµε τα 

αναλυτικά µοντέλα, που η λύση του προβλήµατος προκύπτει από την εφαρµογή της 

τιµής των µεταβλητών του µοντέλου µε βάση τις τιµές των παραµέτρων του. Τα 

αλγοριθµικά µοντέλα όπου η λύση προκύπτει από την εφαρµογή ενός αλγόριθµου. 

Την προσοµοίωση που είναι µια γενική µέθοδος ανάλυσης σύνθετων και πολύπλοκων 

προβληµάτων και τις ευρετικές µεθόδους που είναι ειδική κατηγορία αλγορίθµων και 

εφαρµόζεται σε περιπτώσεις πολυπλοκότητας. 

Σε άλλη κατηγορία διαχωρίζονται ως προς τον στόχο τους. Τέτοια είναι τα 

µοντέλα βελτιστοποίησης που έχουν σαν στόχο την µεγιστοποίηση ή ελαχιστοποίηση 

µιας µεταβλητής ή της τιµής µια συνάρτησης που θα δηλώνει τον επιχειρησιακό 

στόχο. Τα περιγραφικά µοντέλα που προσδιορίζουν τις αλλαγές που θα προκύψουν 

και τα µοντέλα πρόβλεψης, που στόχο έχουν την πρόβλεψη µελλοντικών τιµών που 

θα προκύψουν από τις µεταβαλλόµενες µεταβλητές. 
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Στην τελευταία κατηγορία είναι τα µοντέλα που διαχωρίζονται ως προς την 

διαχείριση αβεβαιότητας και έχουµε τα προσδιοριστικά µοντέλα όπου οι τιµές των 

παραµέτρων του προβλήµατος είναι σταθερές και τα πιθανολογικά µοντέλα που οι 

παράµετροι του προβλήµατος υπόκεινται σε τυχαίες µεταβολές. 

 

1.10.3 ∆ΙΑ∆ΙΚΑΣΙΑ ΛΗΨΗΣ ΑΠΟΦΑΣΕΩΝ 

Για τις επιχειρήσεις, τα προβλήµατα που έχουν να αντιµετωπίσουν είναι ένα 

καθηµερινό φαινόµενο. Παρόλα αυτά τα πράγµατα δυσκολεύουν γιατί οι απαιτήσεις 

και τα προβλήµατα συνεχώς αυξάνονται και µεταβάλλονται. Η διοίκηση και τα 

διοικητικά στελέχη είναι αυτοί που παίρνουν την ευθύνη της λήψης των αποφάσεων 

και πρέπει να έχουν µελετήσει όλα τα πιθανά σενάρια που µπορεί να προκύψουν. 

Έτσι ελαχιστοποιούν το κίνδυνο του ρίσκου και διασφαλίζουν την καλή λειτουργία 

του συστήµατος. 

Αρχικά πρέπει να βρεθούν οι αιτίες που προκαλούν το πρόβληµα, αν 

συνδέεται και µε άλλα προβλήµατα όπως γίνεται συνήθως και αν θα τα επηρεάσει. Ο 

λήπτης πρέπει να είναι σε θέση να γνωρίζει πότε θα επιλυθεί το πρόβληµα, µε ποιον 

τρόπο και ποια είναι τα αναµενόµενα αποτελέσµατα. Για να γίνει αυτό πρέπει να έχει 

δηµιουργήσει ένα πλάνο που να αναγνωρίζει ποιοι είναι οι παράγοντες που 

δηµιουργούν το πρόβληµα, να έχει καθορίσει τις µεταβλητές και να ξέρει τους 

περιορισµούς που το διακρίνουν. Οφείλει να ξέρει σε περίπτωση ανάγκης, τι µπορεί 

να αλλάξει, µε ποιον τρόπο αλλά και τι αντίκτυπο θα έχει αυτό στο αποτέλεσµα που 

επιθυµεί. Ο λήπτης πρέπει να επιλέξει την λύση που του δίνει το καλύτερο δυνατό 

αποτέλεσµα. Αυτό γίνεται µέσω της σύγκρισης των εφικτών εναλλακτικών λύσεων 

και καθορίζεται από τον στόχο που έχει θέσει η κάθε επιχείρηση. 
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1.11 ΥΛΟΠΟΙΗΣΗ ΚΑΙ ∆ΙΑΤΗΡΗΣΗ ΤΗΣ ΛΥΣΗΣ 

Όσο παράξενο και αν φαίνεται, το τελευταίο στάδιο, που είναι η υλοποίηση 

της λύσης, είναι και το πιο δύσκολο. Ακόµα και αν η λύση που θα επιλεχθεί είναι η 

βέλτιστη, πρέπει να πείσει τους υπευθύνους ως προς την αποτελεσµατικότητά της,  

διαφορετικά θα αποτύχει η όλη προσπάθεια. Επίσης πρέπει να γίνει σωστός χειρισµός 

των λύσεων γιατί αλλιώς το αποτέλεσµα θα είναι αρνητικό. Μετά την υλοποίηση της 

προτεινόµενης λύσης απαιτείται η συνεχής παρακολούθηση και ο έλεγχος, ώστε να 

εντοπιστούν γρήγορα τυχόν αλλαγές και βελτιώσεις οι οποίες δεν ήταν αρχικά 

ορατές. Αν κάτι φαίνεται πως δεν λειτουργεί βάση πλάνου θα πρέπει να 

αντικαταστήσουν την λύση µε µία που θα ανταποκρίνεται καλύτερα στις απαιτήσεις 

του συστήµατος. Τέλος αν η λύση αποφέρει τα αναµενόµενα αποτελέσµατα και 

αποδειχθεί πως ήταν η καταλληλότερη, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τον ίδιο 

αλγόριθµο για την επίλυση κάποιου άλλου αντίστοιχου προβλήµατος του 

συστήµατος. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

 

 

2 ΓΡΑΜΜΙΚΟΣ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΣ 

2.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Ο Γραµµικός Προγραµµατισµός (Linear Programming) είναι η πιο γνωστή  

µέθοδος της Επιχειρησιακής Έρευνας. Πιο συγκεκριµένα είναι µια µαθηµατική 

µέθοδος. Χρησιµοποιείται για την επίλυση προβληµάτων και έχει ως σκοπό την 

εύρεση της βέλτιστης λύσης, λαµβάνοντας υπόψη τους γραµµικούς περιορισµούς. 

Όπως υποδηλώνει το όνοµά του, το µοντέλο του γραµµικού προγραµµατισµού 

αποτελείται από γραµµικές συναρτήσεις και περιορισµούς, γεγονός που σηµαίνει ότι 

οι µεταβλητές του µοντέλου έχουν µεταξύ τους αναλογικές σχέσεις. Ανάµεσα στις 

εναλλακτικές λύσεις που έχει, αναζητά αυτή που θα οδηγήσει στο άριστο 

αποτέλεσµα. Ο ρόλος του Γραµµικού Προγραµµατισµού είναι να βρεί την καλύτερη 

λύση σε δύσκολες οικονοµικές και διοικητικές αποφάσεις σε µια εταιρία ή έναν 

οργανισµό αλλά και να βελτιώσει τον τρόπο που παίρνονται οι αποφάσεις από τα 

διοικητικά στελέχη.  

Θεωρείται ένας από τους πιο εφαρµοσµένους κλάδους στην επιστήµη των 

Μαθηµατικών, µε πληθώρα εφαρµογών στους ηλεκτρονικούς υπολογιστές. Μπορεί 

να χαρακτηριστεί και ως µια από τις πιο σπουδαίες µαθηµατικές ανακαλύψεις του 

εικοστού αιώνα. Είναι ιδιαίτερα δηµοφιλής τεχνική, αφού η επίδρασή του από το 

1950, ήταν πράγµατι πολύ σηµαντική.  

Σήµερα ο Γραµµικός Προγραµµατισµός έχει γίνει ένα πρότυπο εργαλείο, που 

χρησιµοποιείται από τις περισσότερες εµπορικές και βιοµηχανικές επιχειρήσεις όλων 

των χωρών. Η τεχνική που χρησιµοποιεί ο Γραµµικός Προγραµµατισµός θεωρείται 

εξαιρετικά χρήσιµη εξαιτίας της εφαρµογής της σε πολλούς διαφορετικούς τύπους 

πραγµατικών επαγγελµατικών προβληµάτων, σε τοµείς όπως ο χρηµατοπιστωτικός, η 

παραγωγή, η διανοµή και οι πωλήσεις, το προσωπικό, το µάρκετινγκ και πολλοί 

ακόµα τοµείς της διοίκησης. Ένα ακόµα θετικό του στοιχείο είναι ότι απευθύνεται 

ακόµα και σε καθηµερινά ζητήµατα ανεξαρτήτου µεγέθους του οργανισµού. 
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Εν κατακλείδι ο Γραµµικός Προγραµµατισµός αποτελεί αναµφίβολα το 

δηµοφιλέστερο µοντέλο στο χώρο της Επιχειρησιακής Έρευνας αλλά και της 

διοικητικής επιστήµης. ∆εν είναι τυχαίο άλλωστε που κυριαρχεί η αντίληψη ότι, τρεις 

στις τέσσερις εφαρµογές µοντέλων Επιχειρησιακής Έρευνας σε πραγµατικά 

προβλήµατα διοίκησης παραπέµπουν στο Γραµµικό Προγραµµατισµό για να βρεθεί η 

βέλτιστη καλύτερη δυνατή λύση. 

 

2.2 ΙΣΤΟΡΙΚΗ ΑΝΑΣΚΟΠΗΣΗ 

Οι πρώτες αναφορές όσον αφορά τον Γραµµικό Προγραµµατισµό έγιναν την 

δεκαετία του 1930-1940 στο οικονοµικό πεδίο µε πρωτεργάτες τον Neumann και τον 

Leontief. Ο Neumann το 1928 δηµοσίευσε το κεντρικό θεώρηµα της Θεωρίας των 

Παιγνίων , ένα γραµµικό µοντέλο αναπτυσσόµενης οικονοµίας για τη µελέτη των 

µοντέλων ισορροπίας. Το 1936 ο Leontief δηµοσίευσε τις Ποσοτικές σχέσεις εισόδου 

και εξόδου στα οικονοµικά συστήµατα, το οποίο ήταν ένα γραµµικό µοντέλο χωρίς 

αντικειµενική συνάρτηση και τέλος το 1939 στην Ρωσία ο Kantoravich διατύπωσε 

και έλυσε ένα πρόβληµα Γραµµικού Προγραµµατισµού.    

  

Παρ’ όλα αυτά ως ορόσηµο της εξέλιξης του Γραµµικού Προγραµµατισµού 

θεωρείται ο Β΄ Παγκόσµιος Πόλεµος όπου για πρώτη φορά οι συµµαχικές δυνάµεις 

διαµορφώνουν και λύνουν διάφορα προβλήµατα που σχετίζονται µε το στρατό. Κατά 

την διάρκεια του πολέµου ο Γραµµικός Προγραµµατισµός εφαρµόστηκε σε 

προβλήµατα βέλτιστης κατανοµής πόρων στην αεροπορία των ΗΠΑ. Τέτοια 

προβλήµατα ήταν η µετακίνηση των στρατευµάτων, ο χρόνος εφοδιασµού, η 

ποσότητα που θα λάµβαναν από διάφορους σταθµούς κ.λπ.  

Σηµαντική στιγµή για τον Γραµµικό Προγραµµατισµό θεωρείται αναµφίβολα 

το 1947, όπου ο Dantzig διαµόρφωσε το γενικό πρόβληµα του Γραµµικού 

Προγραµµατισµού και ανακάλυψε τον γνωστό σήµερα ως Αλγόριθµο Simplex για 

την επίλυση του γραµµικού προβλήµατος. Η επιστηµονική κοινότητα είχε πεισθεί 

πλέον για την αξία της χρησιµότητας του. Άρχισε να χρησιµοποιείται µεθοδικά καθώς 

έκτοτε έγιναν και σηµαντικές προσπάθειες για την βελτίωση του. 
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Όπως είδαµε και παραπάνω ο Γραµµικός Προγραµµατισµός χρησιµοποιήθηκε 

στην επίλυση προβληµάτων στρατιωτικής φύσεως. Μετά το 1951 το πεδίο 

εφαρµογών επεκτάθηκε σε βιοµηχανικές και επιχειρηµατικές δραστηριότητες Η 

διάδοση οφείλεται κυρίως στην γραµµική δοµή που παρουσιάζουν  πολλά 

προβλήµατα στον τοµέα  της διοίκησης και στις οικονοµικές και στρατιωτικές 

δραστηριότητες. Κάποια από αυτά τα προβλήµατα είναι ο προγραµµατισµός σε 

διυλιστήρια πετρελαίου, την µεταφορά εµπορευµάτων, τον προγραµµατισµό 

παραγωγής κ.λπ. 

 

2.3 ΟΡΙΣΜΟΣ 

  Το γραµµικό πρόβληµα είναι η µεγιστοποίηση µιας γραµµικής συνάρτησης 

ωφέλειας ή ελαχιστοποίησης µιας συνάρτησης κόστους, η οποία εξαρτάται από ένα 

σύνολο µεταβλητών απόφασης , µε την προϋπόθεση όµως ότι τηρούνται 

κάποιοι περιορισµοί ως προς τις τιµές των µεταβλητών αυτών, οι οποίοι εκφράζονται 

µέσα από ένα σύνολο γραµµικών ισοτήτων ή και ανισοτήτων. Η δηµοφιλέστερη 

αναπαράσταση ενός γραµµικού προβλήµατος απεικονίζεται συνήθως µε την 

παρακάτω µορφή. 

 

Maximize    

 

Subject to  

 

 

 

                          ⁞ 
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2.4 ΤΙ ΕΙΝΑΙ Ο ΓΡΑΜΜΙΚΟΣ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΣ  

Ο Γραµµικός Προγραµµατισµός χρησιµοποιεί ένα µαθηµατικό πρότυπο για να 

περιγράψει το πρόβληµα που εξετάζει. Για να κατανοήσουµε καλύτερα την έννοια 

του, µπορούµε να εξηγήσουµε αναλυτικότερα τι σηµαίνουν αυτές οι δύο λέξεις. Ο 

όρος "γραµµικός" σηµαίνει ότι όλες οι µαθηµατικές συναρτήσεις στο πρότυπο πρέπει 

να είναι γραµµικές. Από την άλλη η λέξη "προγραµµατισµός" δεν αναφέρεται στον 

προγραµµατισµό των ηλεκτρονικών υπολογιστών, αλλά µας παραπέµπει στην λέξη 

"σχεδίαση". Έτσι ο Γραµµικός Προγραµµατισµός ασχολείται µε τη σχεδίαση των 

δραστηριοτήτων για να καταλήξει στο "άριστο" αποτέλεσµα. Το άριστο αποτέλεσµα 

είναι εκείνο που µεταξύ όλων των δυνατών εναλλακτικών λύσεων, ικανοποιεί τον 

προκαθορισµένο σκοπό κατά τον καλύτερο δυνατό τρόπο.  

Μπορούµε να πούµε ότι χρησιµοποιείται περισσότερο, από τους ερευνητές, 

για τη προσέγγιση προβληµάτων κατανοµής περιορισµένων πόρων ή µέσων σε 

εναλλακτικές και ανταγωνιστικές µεταξύ τους δραστηριότητες, κατά τον καλύτερο 

δυνατό τρόπο. Πρόκειται για το γνωστό πρόβληµα κατανοµής της πίτας (Resource 

Allocation Problem). Τέτοια προβλήµατα απόφασης αυτής της µορφής είναι η 

κατανοµή εργατικού δυναµικού, τεχνολογικού εξοπλισµού και πρώτων υλών σε 

διάφορες παραγωγικές διαδικασίες, η κατανοµή κεφαλαίου σε διάφορα επενδυτικά 

προγράµµατα, η ανάθεση σε περιορισµένο προσωπικό διαφόρων υπηρεσιών κ.λπ. 

     

Ο Γραµµικός Προγραµµατισµός παραλαµβάνει έτοιµα τα δεδοµένα των 

πρακτικών προβληµάτων. Μερικά δεδοµένα ετοιµάζονται από υπηρεσίες των 

επιχειρήσεων ή των οργανισµών, όπως για παράδειγµα το κόστος παραγωγής ενός 

προϊόντος, που υπολογίζεται από τα τµήµατα κοστολόγησης, ενώ άλλα εκτιµούνται 

µε άλλες επιστηµονικές µεθόδους της επιχειρησιακής έρευνας όπως είναι οι τιµές 

πώλησης ενός προϊόντος σε µελλοντικές χρονικές στιγµές. Όλα αυτά τα δεδοµένα τα 

ονοµάζουµε περιορισµούς. Οι περιορισµοί λοιπόν διακρίνονται σε Τεχνολογικούς, 

που επιβάλλονται από τις δραστηριότητες και σε Θεσµικούς, που είναι διοικητικής 

και οργανωτικής φύσεως. Γενικότερα δεν καθορίζουν πλήρως έναν τρόπο αλλά 

αφήνουν περιθώρια για εναλλακτικές λύσεις και υφίστανται στους διαθέσιµους 

πόρους και στις δραστηριότητες του προβλήµατος. 
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Το αποτέλεσµα που επιδιώκουν οι αποφάσεις αυτές, λαµβάνοντας υπόψη τα 

κριτήρια απόφασης, είναι η µεγιστοποίηση του συνολικού κέρδους από πωλήσεις, η 

ελαχιστοποίηση του συνολικού κόστους παραγωγής, η µεγιστοποίηση της 

απασχόλησης, η ελαχιστοποίηση των αρνητικών επιπτώσεων στο περιβάλλον, κ.λπ. 

Για να το δούµε και από την οικονοµική σκοπιά, ο Γραµµικός Προγραµµατισµός 

είναι µια τεχνική που ασχολείται µε την κατανοµή των πόρων του συστήµατος σε 

ανταγωνιζόµενες δραστηριότητες για το καλύτερο δυνατό αποτέλεσµα και την 

ελαχιστοποίηση του ρίσκου για την επιχείρηση ή τον οργανισµό. 

H σηµαντικότερη επιδίωξη του Γραµµικού Προγραµµατισµού είναι, χωρίς 

καµιά αµφιβολία, η βελτίωση του επιστηµονικού τρόπου λήψης δύσκολων και 

πολύπλοκων οικονοµικών και διοικητικών αποφάσεων. Για να µπορέσει να 

ανταπεξέλθει σε κάτι τέτοιο, είναι απαραίτητο να µελετήσει µε αυστηρά µαθηµατικό 

τρόπο το γραµµικό πρόβληµα και να αναλύσει τις ιδιότητες και τα ιδιαίτερα 

χαρακτηριστικά του. Οι σωστές αποφάσεις δεν µπορεί να είναι παρά µόνο οι 

βέλτιστες, ανάλογα πάντα µε τα κριτήρια. Θα µπορούσαµε λοιπόν να πούµε πως ο 

Γραµµικός Προγραµµατισµός βρίσκεται σε συνεχή αναζήτηση βέλτιστων λύσεων. 

Αποκτά περισσότερο ενδιαφέρον και νόηµα όταν εφαρµόζεται σε προβλήµατα 

µεγάλου µεγέθους.  

∆υστυχώς όµως δεν αρκεί µόνο η βέλτιστη λύση για να ληφθούν οι σωστές 

αποφάσεις. Ακόµα και η λύση του προβλήµατος περιέχει πληροφορίες, που µπορούν 

να χρησιµοποιηθούν για την βελτίωση της λειτουργίας των συστηµάτων, από τα 

οποία συνήθως προκύπτουν τα γραµµικά προβλήµατα. Παρ’ όλα αυτά υπάρχουν και 

εµπόδια. Μερικές φορές για πρακτικούς λόγους, η λύση υλοποιείται µε καθυστέρηση, 

µε αποτέλεσµα καµιά φορά τα δεδοµένα του προβλήµατος να έχουν µεταβληθεί. 

Ευτυχώς σε εκείνο το σηµείο έχουµε την βοήθεια της ανάλυσης της ευαισθησίας 

(sensitivity analysis)  που µας βοηθά να βρούµε τη νέα βέλτιστη λύση αν είναι 

διαφορετική από την προηγούµενη. Οι συνέπειες αυτών των εµποδίων είναι η 

επίλυση πολλών διαδοχικών προβληµάτων, που µπορεί να διαφέρουν µεταξύ του 

ελάχιστα. Συνεπώς καταλαβαίνουµε πως δεν είναι άνευ λόγου η συνεχής προσπάθεια 

του Γραµµικού Προγραµµατισµού για ανάπτυξη όλο και πιο γρήγορων αλγορίθµων.
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2.5 ΒΑΣΙΚΑ ΣΤΟΙΧΕΙΑ 

Ο Γραµµικός Προγραµµατισµός επιλύει τα προβλήµατα κατανοµής 

πεπερασµένων πόρων υπό ορισµένες προϋποθέσεις, επιλέγει την στιγµή της 

δραστηριότητας για την επιτάχυνση της βελτιστοποίησης του αποτελέσµατος και  

στοχεύει σε ένα στόχο που εκφράζεται µε την βελτιστοποίηση της λεγόµενης 

«αντικειµενικής συνάρτησης». Πιο αναλυτικά τα βασικά στοιχεία ενός µοντέλου 

είναι: 

• Αντικειµενικός στόχος: είναι ο στόχος ως προς την βελτιστοποίηση 

(µεγιστοποίηση κέρδους ή ελαχιστοποίηση κόστους). 

 

•  Περιορισµένοι πόροι: είναι µια σειρά µεταβλητών που αντιπροσωπεύουν τις 

ποσότητες (εργασία, χρηµατοδότηση, εξοπλισµός κ.τ.λ. ). 

 

• Οµογένεια: είναι µεταβλητές που πρέπει να θεωρούνται όµοιες µεταξύ τους 

(προϊόντα, εργάτες, µηχανές και παραγωγικότητα). 

 

• Μεταβλητές απόφασης: είναι οι εναλλακτικοί τρόποι δράσης για να 

επιλεχθεί ένας από αυτούς. 

  

2.6 ΠΑΡΑ∆ΟΧΕΣ 

Για να λυθεί ένα πρόβληµα µε την χρήση του Γραµµικού Προγραµµατισµού 

πρέπει να υπάρχουν κάποιες βασικές συνθήκες. Αυτές οι συνθήκες καθορίζουν το 

φάσµα των δυνατοτήτων εφαρµογής του και είναι οι εξής παραδοχές: 

i. Γραµµικότητα:    

■ (Αναλογικότητα) Η αντικειµενική συνάρτηση και όλοι οι       

περιορισµοί πρέπει να είναι γραµµικές, δηλαδή η τιµή της είναι 

ποσοτικά ανάλογη προς τις ποσότητες κάθε µιας από τις 

δραστηριότητες. 

■ (Προσθετικότητα) Οι ποσότητες ενός διαθέσιµου µέσου   

που καταναλώνονται, από τις διάφορες δραστηριότητες, 

µπορούν να προστεθούν. 
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ii. ∆ιαιρετότητα: Κάθε δραστηριότητα δηλαδή µεταβλητή, είναι συνεχής και 

άπειρα διαιρετή. Έτσι όλα τα επίπεδα δραστηριοτήτων και όλες οι χρήσεις 

πόρων επιτρέπεται να πάρουν κλασµατικές τιµές ή ακέραιες τιµές. 

 

iii. Βεβαιότητα (Προσδιοριστικότητα): Όλοι οι παράµετροι του προβλήµατος 

πρέπει να είναι γνωστές µε απόλυτη βεβαιότητα. 

 

iv. Μονοδιάσταση: Η βελτίωση της αντικειµενικής συνάρτησης. 
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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟΣ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΣ 

 

 

 

                                 ΓΡΑΜΜΙΚΟΤΗΤΑ         

 

 

 

                                 ΜΟΝΟ∆ΙΑΣΤΑΣΗ 

 

 

  

                                    ΒΕΒΑΙΟΤΗΤΑ 

 

 

                                  ∆ΙΑΙΡΕΤΟΤΗΤΑ 

 

 

ΜΟΝΟΚΡΙΤΗΡΙΟΣ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ                  

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΥ 

                                     Εικόνα 4 : Παραδοχές Γραµµικού Προγραµµατισµού 

ΜΗ             

ΓΡΑΜΜΙΚΟΣ 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΣ 

       ΠΟΛΥΚΡΙΤΗΡΙΟ 

ΑΚΕΡΑΙΟΣ 

ΓΡΑΜΜΙΚΟΣ 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΣ 

ΑΣΑΦΗΣ   

ΓΡΑΜΜΙΚΟΣ 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΣ 

ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΟΣ 

ΓΡΑΜΜΙΚΟΣ 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΣ 

ΜΙΚΤΟΣ  

ΓΡΑΜΜΙΚΟΣ 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΣ 
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2.7 ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΥ 

 Ο Γραµµικός Προγραµµατισµός καλύπτει ένα τεράστιο φάσµα εφαρµογών 

που µπορεί να βοηθήσει µια επιχείρηση ή έναν οργανισµό. Μπορεί να λύσει 

προβλήµατα που ανήκουν στον τοµέα της παραγωγής, στην διαχείριση έργων, στα 

χρονοδιαγράµµατα κ.λπ. Παρακάτω παραθέτουµε µερικές από τις πιο σηµαντικές 

εφαρµογές του.  

� Καθορίζει τα επίπεδα παραγωγής των προϊόντων, µε βάση τις διαδικασίες 

παραγωγής και τους περιορισµούς της αγοράς, έτσι ώστε να βρεθεί η 

αποτελεσµατικότερη χρήση των παραγωγικών πόρων µε στόχο την 

µεγιστοποίηση του κέρδους. 

  

� Καθορίζει το χρονικό πρόγραµµα παραγωγής που θα µπορεί να ανταποκριθεί 

στην προβλεπόµενη ζήτηση των προϊόντων , µε συγκεκριµένο προσδιορισµό 

του κάθε προϊόντος, που θα παραχθεί σε κάθε περίοδο και σε κάθε µονάδα 

παραγωγής και αποθήκευσης. 

 

� Προσδιορίζει το σύστηµα διανοµής προϊόντων, καθορίζοντας τα διαθέσιµα 

µεταφορικά µέσα και τις ποσότητες που θα µεταφερθούν, για να 

ελαχιστοποιηθεί το κόστος µεταφοράς των προϊόντων, ενώ ταυτόχρονα θα 

καλύψει την ζήτηση στα κέντρα διανοµής. 

 

� Κατανέµει ένα δεδοµένο προϋπολογισµό διαφήµισης στα διάφορα µέσα 

(τηλεόραση, ραδιόφωνο, εφηµερίδες περιοδικά κ.λπ. ) για να µεγιστοποιηθεί η 

αποδοτικότητα της διαφηµιστικής εκστρατείας των προϊόντων ή των 

υπηρεσιών. 

 

� Προσδιορίζει τους καλύτερους συνδυασµούς εναλλακτικών επενδυτικών 

επιλογών, για να αυξήσει την απόδοση του κεφαλαίου και να µειώσει 

ταυτόχρονα το επενδυτικό ρίσκο. 

 

� Καθορίζει τα ηµερήσια προγράµµατα µαζικής διατροφής σε ξενοδοχεία ή 

νοσοκοµεία για να καλύπτονται όλες οι απαιτήσεις σε θρεπτικά στοιχεία µε 

αντίστοιχη ελαχιστοποίηση του κόστους. 
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2.8 ΜΟΡΦΟΠΟΙΗΣΗ ΓΡΑΜΜΙΚΩΝ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΩΝ 

Αφού προσαρµόσουµε το πρόβληµα στα πρότυπα του Γραµµικού 

Προγραµµατισµού που αναλύσαµε και παραπάνω, έχουµε στην διάθεσή µας ένα 

σύνολο εργαλείων για να βρούµε την βέλτιστη λύση αλλά και να προχωρήσουµε στην 

ανάλυση υποθέσεων για τις παραµέτρους των προβληµάτων. 

 Για να εφαρµόσουµε την µέθοδο του Γραµµικού Προγραµµατισµού πρέπει να 

δηµιουργήσουµε µια µαθηµατική διατύπωση του συγκεκριµένου προβλήµατος. Πιο 

αναλυτικά πρέπει να ακολουθήσουµε τα παρακάτω βήµατα: 

Βήµα 1
ο
 : Κατανοούµε τα δεδοµένα και τα ζητούµενα του προβλήµατος. 

Βήµα 2
ο
 : Εντοπίζουµε και ορίζουµε µε σαφήνεια τις µεταβλητές που έχουν άµεση 

σχέση µε την λύση του προβλήµατος και τις αναπαριστούµε ως  , , , .… . 

Οι µεταβλητές αυτές είναι θετικές ή µηδέν 

Βήµα 3
ο
 : ∆ιαµορφώνουµε την αντικειµενική συνάρτηση. Είναι η γραµµική 

συνάρτηση των µεταβλητών αποφάσεων που εκφράζει το στόχο του προβλήµατος 

δηλαδή ή την µεγιστοποίηση του κέρδους ή την ελαχιστοποίηση του κόστους και 

αναπαριστάται ως:      .  

Βήµα 4
ο
 : Ορίζουµε τους περιορισµούς, που όπως και η αντικειµενική συνάρτηση 

είναι γραµµικές συναρτήσεις ανισοτήτων ή ισοτήτων των µεταβλητών αποφάσεων 

και µεταφράζουν το πρόβληµα µε µαθηµατικές σχέσεις. 

2.9 ΓΡΑΦΙΚΗ ΜΕΘΟ∆ΟΣ 

 Τα προβλήµατα του Γραµµικού Προγραµµατισµού που έχουν δύο ή τρείς 

µεταβλητές απόφασης, µπορούν να λυθούν και γραφικά. Συνήθως τα προβλήµατα 

περιλαµβάνουν δύο µεταβλητές για να απεικονίζονται σε ένα σύστηµα αξόνων  και 

. Για να φτάσουµε στην λύση του προβλήµατος γραφικά, πρέπει να εκτελέσουµε τα 

παρακάτω βήµατα:   

Αρχικά σχεδιάζουµε στο πρώτο τεταρτηµόριο του συστήµατος αξόνων τις 

µεταβλητές, απεικονίζοντας την µεταβλητή   στον οριζόντιο άξονα και τη 

µεταβλητή    στον κατακόρυφο άξονα, για να καθοριστεί απόλυτα το σύνολο των 

δυνατών λύσεων. Μας ενδιαφέρουν µόνο οι µη αρνητικές τιµές των  και . 
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Εικόνα 5 : Γράφηµα Συνάρτησης 1 

 

 Στην συνέχεια σχεδιάζουµε την ευθεία της αντικειµενικής συνάρτησης µέσα 

στην εφικτή περιοχή για την τιµή του z  υπολογίζοντας τους περιορισµούς του 

προβλήµατος και εντοπίζουµε την εφικτή περιοχή. 

 

  

 

  

 

 

 

 

 

 

Εικόνα 6 : Γράφηµα Συνάρτησης 2 
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          Τέλος µετατοπίζουµε την ευθεία της αντικειµενικής συνάρτησης κατά την 

φορά της βελτιστοποίησης ή της ελαχιστοποίησης της τιµής του z µέχρι να βρεθεί η 

βέλτιστη λύση. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εικόνα 7 : Γράφηµα Συνάρτησης 3       Εικόνα 8 : Γράφηµα Συνάρτησης 4 

 

 

  

2.10 Η ΛΥΣΗ ΤΟΥ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΥ 

 Η λύση του γραµµικού προβλήµατος είναι το σύνολο όλων των εφικτών 

σηµείων και ονοµάζεται εφικτή περιοχή. Αν η εφικτή περιοχή είναι κενό σύνολο, το 

πρόβληµα είναι αδύνατο ή µη εφικτό. Μεγάλη σηµασία έχει όµως η έννοια του 

βέλτιστου σηµείου ή της βέλτιστης λύσης. Με βάση τον ορισµό ένα γραµµικό 

πρόβληµα που έχει βέλτιστα σηµεία ονοµάζεται βέλτιστο πρόβληµα. Η τιµή της 

αντικειµενικής συνάρτησης από την άλλη, σε ένα βέλτιστο σηµείο ονοµάζεται 

βέλτιστη τιµή και τέλος ένα εφικτό πρόβληµα, που δεν είναι βέλτιστο, είναι 

απεριόριστο. 
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 Για να προσδιορίσουµε την κατηγορία στην οποία ανήκει ένα γραµµικό 

πρόβληµα πρέπει να κοιτάξουµε την λύση. Μπορεί να είναι αδύνατο, βέλτιστο ή 

απεριόριστο. ∆εν είναι όµως αρκετό να προσδιοριστεί ότι ένα πρόβληµα είναι 

βέλτιστο. Πρέπει να κατασκευαστεί και τουλάχιστον ένα βέλτιστο σηµείο. Για αυτό 

τον λόγο ο Γραµµικός Προγραµµατισµός ασχολείται µε αλγόριθµους, που είναι 

κατασκευαστικοί µέθοδοι επίλυσης. Η πιο ενδιαφέρουσα περίπτωση είναι αυτή του 

βέλτιστου προβλήµατος για αυτό πολλές φορές αρκεί µόνο να προσδιοριστεί αν ένα 

πρόβληµα είναι βέλτιστο ή όχι. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εικόνα  9  : Κατηγορίες Γραµµικών Προβληµάτων 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

 

3 ΜΕΘΟ∆ΟΣ SIMPLEΧ 

3.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 Στο προηγούµενο κεφάλαιο µιλήσαµε για τον Γραµµικό Προγραµµατισµό και 

για τον τρόπο που επιλύει τα προβλήµατα. Για να κατανοήσουµε θεωρητικά τα 

προβλήµατα βάζουµε µόνο δύο µεταβλητές. Στην πραγµατικότητα όµως ο αριθµός 

των µεταβλητών είναι πολύ µεγαλύτερος των δύο και αυτό συµβαίνει γιατί τα 

δεδοµένα των προβληµάτων µιας επιχείρησης είναι πιο περίπλοκα από ότι 

αναφέρουµε εµείς στα παραδείγµατα. Σε πραγµατικές εφαρµογές, ο αριθµός των 

µεταβλητών ή των περιορισµών είναι εκατοντάδες, µπορεί και χιλιάδες. Σε αυτό το 

σηµείο λοιπόν χρειαζόµαστε µια συστηµατική µέθοδο, που να µπορεί να επιλύει τα 

προβλήµατα του Γραµµικού Προγραµµατισµού ανεξάρτητα από το µέγεθος τους, 

µέσω των κατάλληλων προγραµµάτων των ηλεκτρονικών υπολογιστών. Η 

συστηµατική µέθοδος λοιπόν που χρειαζόµαστε, είναι η µέθοδος Simplex που θα 

µιλήσουµε σε αυτό το κεφάλαιο. 

Η µέθοδος Simplex είναι η πιο γνωστή και περισσότερο χρησιµοποιηµένη 

µέθοδος για την επίλυση ενός γενικού προβλήµατος του Γραµµικού 

Προγραµµατισµού, που αναπτύχθηκε από τον Αµερικανό George Dantzig το 1947. 

Αποτελεί µια αλγεβρική επαναληπτική διαδικασία που επιλύει ακριβώς κάθε 

πρόβληµα Γραµµικού Προγραµµατισµού σε ένα πεπερασµένο πλήθος βηµάτων. 

Βασίζεται στη συστηµατική δηµιουργία βασικών εφικτών λύσεων και τον έλεγχο της 

αρίστευσης τους. Μπορεί και εντοπίζει ακόµα και τις περιπτώσεις στις οποίες το 

πρόβληµα είναι αδύνατο ή έχει λύση µε µη πεπερασµένη τιµή της αντικειµενικής 

συνάρτησης. 
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3.2 ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΑ ΜΕΘΟ∆ΟΥ SIMPLEX 

Με την µέθοδο Simplex ξεκινάµε από µια αρχική κορυφή και πηγαίνουµε σε 

άλλες κορυφές κατά µήκος των ακµών του πολυγώνου του εφικτού σύνολο. Σε κάθε 

µετάβαση από την µια κορυφή στην άλλη, βρίσκουµε την ακµή που οδηγεί σε µια 

κορυφή που δίνει βελτιωµένη τιµή στην αντικειµενική συνάρτηση. Συνεχίζοντας 

κατά αυτό τον τρόπο η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης από κορυφή σε κορυφή 

βελτιώνεται και τελικά φτάνουµε σε µια κορυφή όπου η αντικειµενική συνάρτηση 

βελτιστοποιείται. Έτσι καταλήγουµε να έχουµε τη λύση του γραµµικού προβλήµατος 

που µας ενδιαφέρει.  

Όταν λύνουµε ένα πρόβληµα χωρίς την χρήση του ηλεκτρονικού υπολογιστή 

χρησιµοποιούµε τους πίνακες της µεθόδου Simplex που ονοµάζονται tableaux 

Simplex. Έτσι αντί να γράφουµε τις εξισώσεις στην πλήρη µορφή τους, 

χρησιµοποιούµε τους πίνακες για να διευκολυνθεί η εκτέλεση των υπολογισµών. Οι 

πίνακες περιέχουν µόνο πληροφορίες όπως: 

• Οι συντελεστές των µεταβλητών 

• Οι σταθερές τιµές του δεξιού µέλους των εξισώσεων 

• Η βασική µεταβλητή σε κάθε εξίσωση 

Στην πράξη αναπαριστούµε το µοντέλο µε την µορφή ενός πίνακα και µε 

στοιχειώδεις πράξεις µεταξύ των γραµµών του πίνακα οδηγούµαστε στην 

διαµόρφωση των νέων πινάκων, ώσπου να φτάσουµε στην εύρεση της βέλτιστης 

λύσης. Κάθε πίνακας που προκύπτει ενδιάµεσα, κατά την διαδικασία της επίλυσης, 

αντιστοιχεί σε µια κορυφή της εφικτής περιοχής. ∆ιερευνώντας τις βασικές εφικτές 

λύσεις, δηλαδή τις κορυφές της εφικτής περιοχής, βρίσκουµε την καλύτερη καθώς 

µετακινούµαστε µεταξύ των γειτονικών ακραίων σηµείων. 

Η συνάρτηση που χρησιµοποιείται για να βρεθεί η βέλτιστη λύση σε ένα 

πρόβληµα του Γραµµικού Προγραµµατισµού έχει την εξής µορφή: 
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3.3 ΚΡΙΤΗΡΙΑ ΕΦΑΡΜΟΓΗΣ ΜΕΘΟ∆ΟΥ SIMPLEX 

Για να εφαρµοστεί η µέθοδος Simplex θα πρέπει να τηρούνται κάποια βασικά 

κριτήρια. Αρχικά υπάρχει το κριτήριο εισόδου στην βάση όπου η εισερχόµενη 

µεταβλητή πρέπει να έχει την πιο αρνητική τιµή στη σειρά της αντικειµενικής 

συνάρτησης, µιας και είναι η µεταβλητή που βελτιώνει περισσότερο την 

αντικειµενική συνάρτηση. Στην συνέχεια υπάρχει το κριτήριο εξόδου από την βάση 

όπου η εξερχόµενη µεταβλητή πρέπει να έχει τον µικρότερο θετικό λόγο αφού αυτή η 

µεταβλητή που αντιστοιχεί σε αυτόν τον περιορισµό εξαντλείται πρώτα από την 

εισερχόµενη µεταβλητή. Και τέλος το κριτήριο τερµατισµού όπου πρέπει όλα τα 

στοιχεία της γραµµής της αντικειµενικής συνάρτησης να είναι θετικά ή µηδέν µιας 

και δεν υπάρχει µη βασική µεταβλητή που να βελτιώνει την αντικειµενική συνάρτηση 

αν εισέλθει στην βάση. 

 

3.4 ΜΟΝΤΕΛΑ ΕΙ∆ΙΚΩΝ ΠΕΡΙΠΤΩΣΕΩΝ 

Η εφαρµογή της µεθόδου Simplex δεν εφαρµόζεται µόνο σε κανονικά 

προβλήµατα Γραµµικού Προγραµµατισµού αλλά και σε προβλήµατα που υπάρχουν 

κάποια εµπόδια, όπου για να εφαρµοστεί η µέθοδος πρέπει να γίνουν οι κατάλληλες 

µετατροπές. Μερικά τέτοια προβλήµατα που µπορεί να συναντήσουµε πιο συχνά 

είναι τα παρακάτω:  

Μη εφικτή λύση (infeasibility): Μπορεί για ένα πρόβληµα Γραµµικού 

Προγραµµατισµού να µην υπάρχει εφικτή λύση. Αυτό συµβαίνει γιατί το πρόβληµα 

µπορεί να συνοδεύεται από ασυµβίβαστους µεταξύ τους περιορισµούς. Αρχικά αυτό 

που πρέπει να κάνουµε είναι να εισάγουµε χαλαρές και τεχνητές µεταβλητές για να 

πάρει µορφή η αντικειµενική συνάρτηση και µετά να εφαρµόσουµε την µέθοδο  

Simplex. Εάν υπάρξει συµµετοχή των τεχνητών µεταβλητών στην βάση αυτό θα 

σηµαίνει ότι το πρόβληµα δεν έχει εφικτή λύση. Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι όταν στην 

τελική βέλτιστη λύση εξακολουθούν να υπάρχουν τεχνητές µεταβλητές και οτι το 

συγκεκριµένο πρόβληµα δεν έχει εφικτή λύση. 
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Μη Φραγµένη Λύση (Unbounded Solution): Είναι συχνό φαινόµενο τα 

προβλήµατα του Γραµµικού Προγραµµατισµού να έχουν µη φραγµένη λύση. 

Λέγοντας φραγµένη λύση εννοούµε µια ή περισσότερες µεταβλητές αποφάσεων που 

αυξάνουν στο άπειρο την τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης, ικανοποιώντας 

ταυτόχρονα την απαίτηση εφικτότητας της λύσης δηλαδή τους περιορισµούς του 

προβλήµατος. 

Εναλλακτικές Λύσεις - Περισσότερες Της Μιας Βέλτιστης Λύσης 

(alternate solution): Σε ορισµένα προβλήµατα µπορεί να υπάρχουν περισσότερες 

από µια τ βέλτιστη λύση. Αυτό συµβαίνει όταν η κλίση της γραµµής που 

αντιπροσωπεύει κάποιο περιορισµό και η κλίση της γραµµής που αντιπροσωπεύει την 

αντικειµενική συνάρτηση είναι ίσες. Στον τελικό πίνακα αυτό δείχνεται µε τον 

µηδενισµό της ποσότητας Cj - Zj για κάποια µεταβλητή που δεν ανήκει στην βάση. 

Αυτό είναι ανεξάρτητο από το εάν η µεταβλητή αυτή είναι µεταβλητή αποφάσεως ή 

χαλαρή µεταβλητή. 

Εκφυλισµός (∆εσµός Για Την Γραµµή Κλειδί): Στη µέθοδο simplex, 

προκειµένου να οριστεί η µεταβλητή η οποία θα ορισθεί η γραµµή κλειδί, βρίσκουµε 

τον λόγο των τιµών του πίνακα της µεθόδου P0 δια των αντιστοίχων συντελεστών της 

στήλης κλειδί και τελικά επιλέγεται εκείνη η µεταβλητή της οποίας ο αντίστοιχος 

λόγος είναι ο ελάχιστος. Μερικές φορές η ελάχιστη τιµή του λόγου που περιγράφηκε 

παραπάνω δεν είναι µοναδική και έτσι έχουµε ένα δεσµό για την επιλογή της 

γραµµής κλειδί. 

 

3.5 ΒΑΣΙΚΑ ΒΗΜΑΤΑ ΤΗΣ ΜΕΘΟ∆ΟΥ SIMPLEX 

1. Αρχικά θέτουµε το πρόβληµα στην τυποποιηµένη του µορφή. 

Η τυποποιηµένη µορφή της αντικειµενικής συνάρτησης δηµιουργείται όταν 

ταξινοµήσουµε τους όρους της για να έχει την ίδια µορφή εξίσωσης µε τους 

περιορισµούς της. Ένα παράδειγµα τυποποιηµένης µορφής είναι το ακόλουθο: 

∆ίνεται η αντικειµενική συνάρτηση:                                   

Η τυποποιηµένη µορφή θα είναι :            
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2. Κατασκευάζουµε τον αρχικό πίνακα Simplex . 

Ο αρχικός πίνακας Simplex είναι ο πίνακας που αποτελείται από σειρές µε 

στοιχεία τους συντελεστές των µεταβλητών των εξισώσεων των περιορισµών, 

η τελευταία του σειρά αποτελείται από τους συντελεστές της αντικειµενικής 

συνάρτησης και η τελευταία του στήλη από τις σταθερές τους. Ένα 

παράδειγµα αρχικού πίνακα Simplex είναι:  

Μεγιστοποίηση της         υπό περιορισµούς 

 

 

 

Από αυτά τα δεδοµένα προκύπτει ο παρακάτω πίνακας:  

X Y Z S1 S2 S3 m  

1 2 3 1 0 0 0 12 

2 0 5 0 1 0 0 10 

3 1 1 0 0 1 0 6 

-2 -3 -4 0 0 0 1 0 

Πίνακας 1: Πίνακας Simplex 

 

Όσο αφορά τον πίνακα µία στήλη βρίσκεται σε βασική µορφή όταν µόνο ένα 

στοιχείο της είναι ίσο µε το 1 και όλα τα υπόλοιπα είναι 0. Η µεταβλητή στην 

οποία αντιστοιχεί ονοµάζεται βασική µεταβλητή. Οι υπόλοιπες µεταβλητές 

ονοµάζονται µη-βασικές. 
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3. Αναζητάµε την βασική εφικτή λύση. 

Ξεκινάµε την αναζήτηση από ένα ακραίο σηµείο. Στην ουσία ψάχνουµε για 

µια βασική εφικτή λύση όπου µε την µετακίνηση σε ένα γειτονικό ακραίο 

σηµείο µπορεί να συµβάλλει στη βελτιστοποίηση της αντικειµενικής 

συνάρτησης. Την βασική εφικτή λύση την παίρνουµε από τον αρχικό πίνακα 

Simplex όταν θέσουµε τις µη-βασικές µεταβλητές ίσες µε 0, όπου 

αντιστοιχίζονται οι βασικές µεταβλητές µε τα σταθερά στοιχεία της 

τελευταίας στήλης. Κάθε αρχικός πίνακας Simplex  έχει περισσότερες στήλες 

από ότι σειρές, ώστε το σύστηµα να έχει άπειρο αριθµό λύσεων. 

4. Εφαρµόζουµε τον έλεγχο της µέγιστης λύσης 

Ποια είναι η καλύτερη εφικτή λύση θα εξαρτηθεί από την µορφή του πίνακα 

και την εφαρµογή του ελέγχου µέγιστης λύσης. Ο αρχικός πίνακας Simplex 

θα δώσει την βέλτιστη λύση µόνο αν η τελευταία σειρά, η οποία αναφέρεται 

στην αντικειµενική συνάρτηση, περιλαµβάνει µόνο µη αρνητικά στοιχεία. Η 

στήλη που έχει το πιο αρνητικό στοιχείο στην τελευταία σειρά ονοµάζεται 

στήλη οδηγός. Η µεταβλητή που αντιστοιχεί στην στήλη αυτή ονοµάζεται 

εισερχοµένη µεταβλητή. Αν υπάρχουν δύο ή περισσότερα ίσα και αρνητικά 

στοιχεία, τότε µπορούµε να επιλέξουµε οποιαδήποτε από τις στήλες που τους 

αντιστοιχούν. Αν η βασική εφικτή λύση είναι µέγιστη, τότε το πρόβληµα έχει 

λυθεί. Αν όχι τότε πάµε στο επόµενο βήµα. 

5. Επαναλαµβάνουµε την διαδικασία µέχρι να βρεθεί η βέλτιστη λύση ή να 

αποδειχθεί ότι το πρόβληµα είναι απροσδιόριστο ή δεν έχει καµία λύση. Αυτό 

γίνετε µε στοιχειώδεις πράξεις µεταξύ των γραµµών του πίνακα που 

προκύπτει ο επόµενος πίνακας Simplex, στον οποίο αντικατοπτρίζονται οι 

µεταβολές που οδηγούν στην επόµενη κορυφή της εφικτής περιοχής. Όπως 

αναφέραµε και στο κεφάλαιο 3.4 υπάρχουν ορισµένα προβλήµατα που έχουν 

εµπόδια και για να εφαρµοστεί η µέθοδος πρέπει να γίνουν οι κατάλληλες 

µετατροπές. Αυτά είναι και τα λεγόµενα µοντέλα ειδικών περιπτώσεων που 

αναλύσαµε παραπάνω. 
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6. Ελέγχεται εάν η τρέχουσα βασική δυνατή λύση είναι άριστη. 

Όπως αναφέραµε και πριν πρέπει τα στοιχεία της τελευταίας γραµµής στον 

πίνακα Simplex να είναι µη αρνητικά και τα στοιχεία της τελευταίας στήλης 

να δείχνουν τις τιµές των βασικών µεταβλητών. 

7. Εάν αυτή η λύση είναι η άριστη, τότε η διαδικασία ολοκληρώθηκε. 

 

3.6 ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ ΕΦΑΡΜΟΓΗΣ ΤΗΣ ΜΕΘΟ∆ΟΥ SIMPLEX 

Για να κατανοήσουµε καλύτερα πως εφαρµόζεται η µέθοδος simplex στην 

επίλυση  οικονοµικών προβληµάτων, θα δούµε ένα παράδειγµα εφαρµογής της. 

Έστω  ένας αγρότης που έχει στη διάθεσή του 3200 € και 160 µέρες για να σπείρει τα 

100 στρέµµατα του χωραφιού του. Στην αγορά υπάρχουν τρία είδη σπόροι Α, Β, και 

Γ που κοστίζουν 40, 20 και 30 €/στρέµµα αντίστοιχα, και τα οποία απαιτούν 1, 2, και 

1, αντίστοιχα, µέρες σποράς ανά στρέµµα. Αν από το κάθε είδος κερδίζει 100, 300, 

και 200 €/στρέµµα αντίστοιχα, πόσα στρέµµατα πρέπει να σπείρει για κάθε είδος 

σπόρου, ώστε να µεγιστοποιήσει το κέρδος του; 

 

Βήµα 1
ο
 

Αρχικά βρίσκουµε την συνάρτηση προς βελτιστοποίηση και τους περιορισµούς της. 

Μεγιστοποίηση κέρδους = Max P = 100 Χ1 + 300 Χ2 + 200 Χ3.  

Αυτή η συνάρτηση ονοµάζεται Αντικειµενική συνάρτηση. 

Υπό τους περιορισµούς: 

Χ1 + Χ2 + Χ3 ≤ 100 

40 Χ1 + 20 Χ2 + 30 Χ3 ≤ 3200 

1 Χ1+ 2 Χ2 + 1 Χ3 ≤ 160 

Όπου Χ1, Χ2 και Χ3 ≥ 0 
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Βήµα 2
ο
 

Γράφουµε το πρόβληµα στη τυποποιηµένη του µορφή, δηλαδή 

• Max ( P = 100 X1 + 300 X2 + 200 X3 ). Είναι πρόβληµα µεγιστοποίησης 

• Όλοι οι περιορισµοί γίνονται εξισώσεις. Στις ανισώσεις της µορφής ≤ 

προσθέτουµε τις µεταβλητές S1, S2 και S3. 

X1 + X2 + X3 + S1 = 100 

40 Χ1 + 20 Χ2 + 30 Χ3 + S2 = 3200 

1 Χ1 + 2 Χ2 + 1 Χ3 + S3 = 160         

• Οι σταθεροί όροι είναι θετικοί. 

• Όλες οι µεταβλητές είναι θετικές. Χ1,Χ2,Χ3≥0 και S1,S2,S3≥0 

 

Βήµα 3
ο
  

Για Χ1=0, Χ2=0 και Χ3=0 έχουµε: 

S1 = 100 

S2 = 3200 

S3 = 160 

H αρχική βασική εφικτή λύση είναι (Χ1,Χ2,Χ3,S1,S2,S3,Ρ) = (0, 0, 0, 100, 3200, 

160, 0) όπου Ρ= το κέρδος που θέλουµε να µεγιστοποιηθεί, και είναι ο σταθερός µας 
όρος. 

 

Βήµα 4
ο
  

Κατασκευάζουµε τον αρχικό πίνακα Simplex. Ο πίνακας αποτελείται από γραµµές 
και στήλες.  

Στην πρώτη γραµµή τοποθετούµε ονοµαστικά τις µεταβλητές Χ1, Χ2, Χ3, S1, S2, S3 

και τον σταθερό όρο P. 

Στην πρώτη στήλη τοποθετώ τις Βασικές Μεταβλητές, δηλαδή τις µη µηδενικές 
µεταβλητές στην αρχική βασική εφικτή λύση S1, S2 και S3, καθώς και τον σταθερό 

όρο Ρ. 

Στην τελευταία στήλη τοποθετώ τις τιµές της αρχικής βασικής εφικτής λύσης για Χ1, 

Χ2, Χ3 =0.  
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Σε κάθε γραµµή αντικαθιστούµε στα αντίστοιχα κελία τους συντελεστές κάθε 
εξίσωσης περιορισµού. 

Για παράδειγµα, ο πρώτος περιορισµός υπό την µορφή εξίσωσης ήταν: 

Χ1+Χ2+Χ3+S1=100. Προφανώς, χ1=1,χ2=1,χ3=1,s1=1,s2=0,s3=0 και ρ=0. 

Στην τελευταία γραµµή γράφουµε τους συντελεστές των µεταβλητών στην 

συνάρτηση προς µεγιστοποίηση (αντικειµενική συνάρτηση).  

Προσοχή! Οι συντελεστές αυτοί µπαίνουν µε το αντίθετο πρόσηµο, δηλαδή µείων     

(-).  

Ο σταθερός όρος Ρ ισούται µε 1 από την αντικειµενική συνάρτηση 

(1)Ρ=100Χ1+300Χ2+200Χ3 

 

 

Πίνακας 2: Αρχικός Πίνακας Simplex  

 

Μελετώντας την τελευταία σειρά του πίνακα, βλέπουµε ότι υπάρχουν αρνητικές 
τιµές. Άρα η λύση δεν είναι η βέλτιστη.  

 

Βήµα 5
ο
 

Στην τελευταία σειρά του πίνακα, θέτουµε σε απόλυτο τις τιµές και διαλέγουµε την 

στήλη στην οποία ανήκει η µεγαλύτερη τιµή. │-300│>│-200│>│-100│. Εδώ, είναι 
η στήλη της µεταβλητής Χ2 και ονοµάζεται στήλη οδηγός. 

∆ιαιρούµε τις τιµές της τελευταίας στήλης (τιµές της αρχικής εφικτής λύσης) µε τις 
αντίστοιχες τιµές της στήλης οδηγού. Από τις λύσεις των διαιρέσεων, επιλέγουµε την 

γραµµή στην οποία ανήκει η µικρότερη τιµή. Εδώ είναι η γραµµή της µεταβλητής S3 

και ονοµάζεται γραµµή οδηγός. 

 

Πίνακας 3: Στήλη και Γραµµή Οδηγός 
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To σηµείο που τέµνονται η στήλη και η γραµµή οδηγός (έστω ότι το ονοµάζω Χ=2) 

είναι αυτό που µέσω πράξεων µέσα στον πίνακα, θα κάνουµε ίσο µε την µονάδα. 

 

Βήµα 6
ο
 

Στην πρώτη στήλη, αντικαθιστούµε την µεταβλητή S3 µε την µεταβλητή Χ2. 

Σκοπός µας είναι µέσω κατάλληλων πράξεων µέσα στον πίνακα, να έχουµε ως 
αποτέλεσµα το στοιχείο Χ να ισούται µε 1, και τα υπόλοιπα στοιχεία της στήλης-
οδηγού να είναι ίσα µε 0. 

 

 

Πίνακας 4: Πρώτη επανάληψη Simplex 

 

Προκειµένου να γίνει αυτό, διαιρούµε τα στοιχεία της σειράς Υ3 µε το 2. 

Αναλυτικά, για την στοιχεία της νέας σειράς Υ3’ έχουµε: 

1ο στοιχείο: 1/2, 2ο στοιχείο: 2/2=1 που ήταν και ο σκοπός µας!  

3ο στοιχείο: 1/2, 4ο στοιχείο: 0/2=0, 5ο στοιχείο: 0/2=0, 6ο στοιχείο: 1/2,   

7ο στοιχείο: 0/2=0, και 8ο στοιχείο: 160/2=80 

Στη συνέχεια, προσαρµόζουµε µέσω πράξεων τα στοιχεία των υπόλοιπων σειρών, 

ώστε τα στοιχεία της στήλης οδηγού εκτός του Χ να είναι ίσα µε 0. 

Για την σειρά Υ1’, αφαιρώ από τα στοιχεία της αρχικής σειράς Υ1 τα στοιχεία της 
νέας σειράς Υ3’, δηλαδή Υ1’=Υ1-Υ3’. 

Για την σειρά Υ2’, αφαιρώ από τα στοιχεία της αρχικής σειράς Υ2 τα στοιχεία της 
σειράς Υ3’ πολλαπλασιασµένα επί 20, δηλαδή Υ2’=Υ2-20 Υ3’. 

Για την σειρά Υ4’, προσθέτω στα στοιχεία της αρχικής σειράς Υ4 τα στοιχεία της 
σειράς Υ3’ πολλαπλασιασµένα επί 300, δηλαδή Υ4’=Υ4+300 Υ3’. 

Ο νέος πίνακας από την πρώτη επανάληψη της Simplex φαίνεται παραπάνω. 
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Η νέα βασική εφικτή λύση είναι (Χ1,Χ2,Χ3,S1,S2,S3,P) = (0, 80, 0, 20, 1600, 0, 

24000). 

Μελετώντας όµως τα στοιχεία της τελευταίας σειράς, βλέπουµε πως υπάρχει 
αρνητικό στοιχείο -50<0. Άρα η λύση δεν είναι βέλτιστη. 

 

Βήµα 7
ο
  

Επιλέγουµε µια νέα στήλη οδηγό, στην οποία ανήκει το αρνητικό στοιχείο της 
τελευταίας σειράς. Εδώ, είναι η στήλη της µεταβλητής Χ3. 

∆ιαιρούµε τις τιµές της τελευταίας στήλης (τιµές της νέας βασικής εφικτής λύσης) µε 
τις αντίστοιχες τιµές της στήλης οδηγού. Από τις λύσεις των διαιρέσεων, επιλέγουµε 
την γραµµή στην οποία ανήκει η µικρότερη τιµή. Εδώ είναι η γραµµή της µεταβλητής 
S1 και ονοµάζεται γραµµή οδηγός. 

 

 

Πίνακας 5: Στήλη και Γραµµή Οδηγός Β 

 

Βήµα 8
ο
  

Στην πρώτη στήλη αντικαθιστούµε την µεταβλητή S1 µε την µεταβλητή Χ3. 

Το στοιχείο Χ=1/2 πρέπει να το κάνουµε να είναι ίσο µε 1. Επίσης, πρέπει να 

µηδενίσουµε τα υπόλοιπα στοιχεία της στήλης οδηγού. 

 

 

 Πίνακας 6: ∆εύτερη Επανάληψη Simplex 
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Κάνοντας τι αντίστοιχες πράξεις σε κάθε γραµµή, έχουµε τον τελικό πίνακα. 

Παρατηρούµε ότι δεν υπάρχουν αρνητικές τιµές στην τελευταία σειρά. Άρα η λύση 

που έχουµε βρει είναι και η βέλτιστη. 

Συγκεκριµένα η νέα λύση είναι: (X1,X2,X3,S1,S2,S3,P) = (0, 60, 40, 0, 800, 0, 

26000) 

 

Ερµηνεία της λύσης 

Ο αγρότης θα πρέπει να σπείρει 60 στρέµµατα µε σπόρο τύπου Β και 40 στρέµµατα 

µε σπόρο τύπου Γ, προκειµένου να έχει το µέγιστο κέρδος που είναι 26000 ευρώ. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

 

4. SOLVER 

 

4.1 TI EINAI O SOLVER 

      Έχοντας µελετήσει το θεωρητικό µέρος του Γραµµικού Προγραµµατισµού, 

περνάµε στο πρακτικό κοµµάτι που είναι η λύση των προβληµάτων. Για την επίλυση 

των προβληµάτων υπάρχουν ορισµένα λογισµικά προγράµµατα όπως είναι ο Solver 

και το Lindo. Εµείς στην συγκεκριµένη πτυχιακή θα χρησιµοποιήσουµε τον Solver. 

Ο Solver είναι ένα γραµµικό πρόγραµµα του Microsoft Excel. Το πρόγραµµα 

λογιστικών φύλλων Microsoft Excel έχει ενσωµατωµένο το πρόγραµµα επίλυσης 

προτύπων του Γραµµικού Προγραµµατισµού. Στην ουσία χρησιµοποιεί το λογιστικό 

φύλλο του Microsoft Excel ώστε να εισάγουµε τα δεδοµένα και µε την βοήθεια του 

προγράµµατος να λύσουµε το γραµµικό πρόβληµα. Παρότι ο Solver είναι τµήµα του 

Microsoft Excel ανήκει στην κατηγορία των add-ins. Αυτό σηµαίνει πως πρέπει να 

ακολουθήσουµε µια συγκεκριµένη διαδικασία πριν το χρησιµοποιήσουµε.  

 

4.2 ΕΓΚΑΤΑΣΤΑΣΗ SOLVER 

 Για να εγκαταστήσουµε τον Solver ακολουθούµε τα παρακάτω βήµατα: 

 

1. Ανοίγουµε το Excel και κάνουµε κλικ στην καρτέλα Αρχείο. 

 

2. Κάνουµε κλικ στο στοιχείο Επιλογές και στη συνέχεια, κάνουµε κλικ 

στην κατηγορία Πρόσθετα. 

 

3. Έπειτα στο κάτω µέρος του παραθύρου διαλόγου Επιλογές του Excel, 

πρέπει η επιλογή Πρόσθετα του Excel να είναι ενεργοποιηµένη στο 

πλαίσιο ∆ιαχείριση και στη συνέχεια, επιλέγουµε Μετάβαση. 
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Εικόνα 10: Εγκατάσταση Solver add-ins 

 

4. Στο παράθυρο διαλόγου Πρόσθετα, επιλέγουµε τα πλαίσια ελέγχου 

για το Πακέτο Εργαλείων Ανάλυσης και το Πρόσθετο επίλυσης και, 
στη συνέχεια, κάνουµε κλικ στο κουµπί OK. 

 

5. Τέλος στην καρτέλα ∆εδοµένα, παρατηρούµε ότι έχει προστεθεί µια 

οµάδα Ανάλυση. Αυτή η οµάδα περιέχει κουµπιά εντολών για 

Ανάλυση δεδοµένων και για Επίλυση. 

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εικόνα 11: Πρόσθετο επίλυσης 
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4.3 ΠΩΣ ΧΡΗΣΙΜΟΠΟΙΟΥΜΕ ΤΟΝ SOLVER 

 Αφού εγκαταστήσαµε µε επιτυχία το Solver εισάγουµε τα στοιχεία στο 

υπολογιστικό φύλλο για να λειτουργήσει το πρόγραµµα της επίλυσης. Αρχικά πρέπει 

να κάνουµε µοντελοποίηση του προβλήµατος. Να ορίσουµε δηλαδή τις µεταβλητές Χ 

και Υ, να θέσουµε τους περιορισµούς και να επιλέξουµε την συνάρτηση. Στην 

συνέχεια να επιλέξουµε από τα Εργαλεία τον Solver  για να βρεθεί η βέλτιστη λύση. 

H Επίλυση είναι µέρος µιας σειράς εντολών που ορισµένες φορές 

ονοµάζονται εργαλεία ανάλυσης. Με την επίλυση, µπορούµε να βρούµε τη βέλτιστη 

τιµή (µέγιστο ή ελάχιστο) για ένα κελί, που ονοµάζεται το κελί στόχου και υπόκειται 

σε περιορισµούς ή όρια, στις τιµές των άλλων τύπων κελιών σε ένα φύλλο εργασίας. 

Η επίλυση λειτουργεί µε µια οµάδα κελιών, που ονοµάζεται µεταβλητές απόφασης ή 

απλώς µεταβλητά κελιά, που συµµετέχουν στον υπολογισµό των τύπων στα κελιά 

περιορισµού και στόχου. Η Επίλυση µεταβάλλει τις τιµές στα κελιά µεταβλητών για 

να πληρούν τα όρια κελιών περιορισµών και να παράγουν το αποτέλεσµα που 

θέλουµε για το κελί στόχου. Για να προσδιορίσουµε και να λύσουµε ένα πρόβληµα 

ακολουθούµε τα παρακάτω βήµατα:  

1. Από την καρτέλα ∆εδοµένα, στην οµάδα Ανάλυση, επιλέγουµε Επίλυση. 

2. Στο πλαίσιο Ορισµός στόχου, πληκτρολογούµε µια αναφορά κελιού ή ένα 

όνοµα για το κελί στόχου. Το κελί στόχου πρέπει να περιέχει έναν τύπο. 

3. Ακολουθούµε ένα από τα εξής: 
a. Εάν θέλουµε το κελί στόχου να λάβει τη µέγιστη δυνατή τιµή του, 

κάνουµε κλικ στο κουµπί επιλογής Μέγιστο. 

b. Εάν θέλουµε το κελί στόχου να λάβει την ελάχιστη δυνατή τιµή του, 

κάνουµε κλικ στο κουµπί επιλογής Ελάχιστο. 

c. Εάν θέλουµε το κελί στόχου να λάβει µια συγκεκριµένη τιµή, κάνουµε 
κλικ στο κουµπί επιλογής Τιµή και, στη συνέχεια, πληκτρολογούµε 
την τιµή στο πλαίσιο. 

4. Στο πλαίσιο Με αλλαγή µεταβλητών κελιών πληκτρολογούµε το όνοµα ή 

την αναφορά για κάθε µεταβλητό κελί απόφασης. ∆ιαχωρίζουµε τις µη 

γειτονικές αναφορές µε κόµµα. Τα µεταβλητά κελιά πρέπει να σχετίζονται 
άµεσα ή έµµεσα µε το κελί στόχου 

5. Στο πλαίσιο Υπόκειται στους περιορισµούς, πληκτρολογούµε τους 
περιορισµούς που θέλουµε να ισχύουν κάνοντας τα εξής: 
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a. Στο παράθυρο διαλόγου Παράµετροι επίλυσης, κάνουµε κλικ στο 

κουµπί Προσθήκη. 

b. Στο πλαίσιο Αναφορά κελιού, πληκτρολογούµε την αναφορά κελιού ή 

το όνοµα της περιοχής κελιών για την οποία θέλουµε να περιορίσουµε 
την τιµή. 

c. Κάντε κλικ στη σχέση ( <=, =, >=, int, bin, or dif ) που θέλουµε να 

ισχύει µεταξύ του αναφερόµενου κελιού και του περιορισµού. 

d. Αν επιλέξουµε <=, =, ή >= για τη σχέση στο πλαίσιο Περιορισµός, 

πληκτρολογούµε έναν αριθµό, ένα όνοµα ή αναφορά κελιού ή έναν 

τύπο. 

e. Κάνουµε ένα από τα εξής: 
� Για να αποδεχτούµε τον περιορισµό και να προσθέσουµε έναν 

άλλο, κάνουµε κλικ στο κουµπί Προσθήκη. 

� Για να αποδεχτούµε τον περιορισµό και να επιστρέψουµε στο 

παράθυρο διαλόγου Παράµετροι επίλυσης, κάνουµε κλικ στο 

κουµπί OK. 

f. Στο παράθυρο διαλόγου Παράµετροι επίλυσης, κάνουµε κλικ στον 

περιορισµό που θέλουµε να αλλάξουµε ή να διαγράψουµε. 
g. Κάνουµε κλικ στο κουµπί Αλλαγή και, στη συνέχεια, κάνουµε τις 

αλλαγές ή κάνουµε κλικ στο κουµπί ∆ιαγραφή. 

6. Κάνουµε κλικ στην επιλογή Επίλυση και κάνουµε µία ή περισσότερες από τις 
εξής ενέργειες: 

a. Για να διατηρήσουµε τις τιµές της λύσης στο φύλλο εργασίας, στο 

παράθυρο διαλόγου Αποτελέσµατα Επίλυσης, επιλέγουµε 
∆ιατήρηση λύσης της Επίλυσης. 

b. Για να αποκαταστήσουµε τις αρχικές τιµές πριν κάνουµε κλικ στην 

επιλογή Επίλυση, κάνουµε κλικ στο κουµπί Επαναφορά των 

αρχικών τιµών. 

c. και, στη συνέχεια, κάνουµε κλικ στο κουµπί OK. Η αναφορά 

δηµιουργείται σε ένα νέο φύλλο εργασίας του βιβλίου εργασίας σας. 
Εάν η ’Επίλυση’ δεν βρει µια λύση, τότε µόνο µερικές αναφορές είναι 
διαθέσιµες, ή δεν υπάρχουν διαθέσιµες αναφορές. 

Για να αποθηκεύσουµε τις τιµές µεταβλητών κελιών απόφασης ως σενάριο το 

οποίο µπορούµε να εµφανίσουµε αργότερα, κάνουµε κλικ στην επιλογή Αποθήκευση 

σεναρίου του παραθύρου διαλόγου Αποτελέσµατα Επίλυσης και, στη συνέχεια, 

πληκτρολογούµε ένα όνοµα για το σενάριο στο πλαίσιο Όνοµα σεναρίου. 

 Αφού είδαµε και τα βήµατα που πρέπει να ακολουθήσουµε περνάµε στο 

επόµενο κεφάλαιο, στο πρακτικό κοµµάτι του προγράµµατος, που είναι η επίλυση 

πραγµατικών προβληµάτων µε µεταβλητές και περιορισµούς που αποτυπώνονται 

µαθηµατικά για να φτάσουµε στην βέλτιστη λύση µέσω του Solver µε πραγµατικές 

τιµές. 
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4.4 ΠΑΡΟΥΣΙΑΣΗ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΩΝ 

 

4.4.1 ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1ο 

 

Εκφώνηση: 

 Σε ένα ορισµένο διυλιστήριο, η διαδικασία διύλισης απαιτεί την παραγωγή 

τουλάχιστον δύο γαλονιών βενζίνης για κάθε γαλόνι µαζούτ (υγρό καύσιµο, προϊόν 

απόσταξης πετρελαίου). Για να ανταποκριθεί στις αυξανόµενες απαιτήσεις του 

χειµώνα, θα πρέπει να παράγει τουλάχιστον τρία εκατοµµύρια γαλόνια µαζούτ την 

ηµέρα. Από την άλλη πλευρά, η ζήτηση για βενζίνη δεν είναι πάνω από 6.4 

εκατοµµύρια γαλόνια ηµερησίως. Αν η τιµή της βενζίνης είναι 1,90 $ το γαλόνι και 

του µαζούτ 1,50 $ το γαλόνι, πόσα γαλόνια πρέπει να παράγονται από το καθένα 

ώστε το διυλιστήριο να µεγιστοποιεί τα κέρδη του; 

Λύση:  

Το πρόβληµα ζητά τον αριθµό των γαλονιών βενζίνης και µαζούτ που πρέπει να 

παραχθούν ώστε να µεγιστοποιούνται τα κέρδη, γι’ αυτό πρέπει να ορίσουµε τις 

µεταβλητές 

Χ: γαλόνια βενζίνης που παράγονται 

Υ: γαλόνια µαζούτ που παράγονται 

∆εδοµένου ότι στον «πραγµατικό κόσµο» δεν µπορώ να έχω αρνητικά επίπεδα 

παραγωγής, οι µεταβλητές δεν µπορούν να παίρνουν αρνητικές τιµές. Αυτό µας δίνει 

τον πρώτο από τους δύο περιορισµούς, δηλαδή Χ≥0 και Υ≥0.  

Ακόµα, πρέπει να παράγονται τουλάχιστον 2 γαλόνια βενζίνης για κάθε γαλόνι 

µαζούτ, άρα Χ≥2Υ ή αλλιώς Υ≤(1/2)Χ . 

Το χειµώνα η ζήτηση για µαζούτ είναι Υ≥3000000 . Είναι ο δεύτερος περιορισµός 

που εµπεριέχει τον πρώτο (Υ≥0), και έτσι τον εξαλείφει.  

Η ζήτηση για βενζίνη είναι Χ≤6400000 .  

Σκοπός του διυλιστηρίου είναι να µεγιστοποιεί τα έσοδά του R, όπου η εξίσωση 

βελτιστοποίησης είναι R=1.9X+1.5Y ,  
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υπό τους περιορισµούς 

Χ≥0�0≤Χ 

Χ≤6400000 

Υ≥3000000�3000000≤Υ 

Υ≤(1/2)Χ 

Στη συνέχεια, µε τη χρήση του Excel , σταδιακά θα βρεθεί η λύση.  

Βήµα 1 

Ορίζω τον σκοπό του προβλήµατος που είναι η µεγιστοποίηση των εσόδων. Στο κελί 

Α4 γράφω Έσοδα, που είναι αυτά που θέλω να µεγιστοποιήσω. Στο κελί Β4, θέτω 

αυθαίρετα την τιµή των εσόδων ίση µε 0.  

 

 

 

 

 

Εικόνα 12: Πρόβληµα 1
ο
 βήµα 1

ο
 

 

Βήµα 2 

Στα κελιά Α8 και Α9 ορίζω τις µεταβλητές Χ και Υ αντίστοιχα. Στα κελιά Β8 και Β9 

αντίστοιχα, βρίσκονται οι τιµές των µεταβλητών αυτών (τα γαλόνια βενζίνης και 

µαζούτ), και τα θέτω ίσα µε 0.  

  

 

 

  

 

Εικόνα 13: Πρόβληµα 1ο βήµα 2ο 
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Βήµα 3 

Θέτω τους περιορισµούς. Στο 1ο κελί (Α13) γράφω την υπό περιορισµό µεταβλητή. 

Στο δεύτερο (Β13) θέτω το κάτω άκρο της ανισότητας, και στο τρίτο (C13) το πάνω.  

Προσοχή! Στις ανισώσεις των περιορισµών, όπου Χ και Υ, αναγράφω το κελί των 

τιµών των µεταβλητών αυτών, δηλαδή τα κελιά Β8 και Β9 αντίστοιχα. 

Παράδειγµα: Θέτοντας τον τέταρτο και τελευταίο περιορισµό, έχουµε Υ≤(1/2)Χ. 

Στο κελί Α16 γράφουµε την υπό περιορισµό ή αλλιώς εξαρτηµένη µεταβλητή, 

δηλαδή την Υ. 

Στο κελί Β16 γράφουµε το κάτω άκρο (πρώτο σκέλος) της ανισότητας, που είναι η 

τιµή της µεταβλητής Υ (κελί Β9). 

Στο κελί C16 γράφουµε το άνω άκρο (δεύτερο σκέλος) της ανισότητας, που είναι η 

τιµή της µεταβλητής Χ (κελί Β8) πολλαπλασιασµένη µε ½.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εικόνα 14: Πρόβληµα 1
ο
 βήµα 3

ο
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Βήµα 4 

Ορίζω την συνάρτηση των εσόδων R=1.9X+1.5Y. Στη θέση των µεταβλητών Χ και 

Υ, θα εισάγω τα κελιά που βρίσκονται οι τιµές των µεταβλητών αυτών, δηλαδή τα 

κελιά Β8 και Β9 αντίστοιχα.  

 

 

 

 

 

 

 

Εικόνα 15: Πρόβληµα 1
ο
 βήµα 4

ο
 

 

Βήµα 5 

Επιλέγω στο µενού Εργαλεία και στις επιλογές τους Επίλυση (Solver). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εικόνα 16: Πρόβληµα 1
ο
 βήµα 5

ο
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Βήµα 6 

Εµφανίζεται το παρακάτω αναδυόµενο παράθυρο.  

 

 

 

 

 

 

 

Εικόνα 17: Πρόβληµα 1
ο
 βήµα 6

ο
 

Αν το πρόβληµα έχει τεθεί σωστά, στο Κελί προορισµού (Set target cell) το σύστηµα 

βρίσκει από µόνο του την συνάρτηση που θέλω να µεγιστοποιήσω (συνάρτηση 

εσόδων), που βρίσκεται στο κελί Β4.  

Επιλέγω Μέγιστο (Max) αφού θέλω να µεγιστοποιήσω την συνάρτηση.  

Στο σηµείο που γράφει Με αλλαγή των κελιών (By changing cells) τοποθετώ τις τιµές 

των µεταβλητών. Αν επιλέξω Υπόθεση (Guess) και το πρόβληµα έχει τεθεί σωστά, το 

σύστηµα θα µαντέψει σωστά τα κελιά των µεταβλητών, που είναι από το Β8 µέχρι το 

Β9. 

Βήµα 7 

Στο σηµείο που γράφει Περιορισµοί (Subject to the constraints) θα σηµειωθούν οι 

περιορισµοί που έχουµε θέσει. Αν επιλέξουµε Προσθήκη (Add), αναδύεται το 

παρακάτω παράθυρο.  

 

 

 

 

Εικόνα 18: Πρόβληµα 1
ο
 βήµα 7

ο
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Βήµα 8 

Στην Αναφορά κελιού (Cell reference) επιλέγουµε µε το ποντίκι το κάτω άκρο του 

πρώτου περιορισµού (κελί Β13).  

 

 

 

 

 

 

Εικόνα 19: Πρόβληµα 1
ο
 βήµα 8

ο
-Α 

Στο Περιορισµός (Constraint) επιλέγουµε µε το ποντίκι το άνω άκρο του πρώτου 

περιορισµού (κελί C13). Την επιλογή της ανισότητας θα την αφήσουµε ως έχει, 

καθώς µε τον τρόπο που έχουµε θέσει τους περιορισµούς (κάτω άκρο-αριστερό κελί, 

άνω άκρο-δεξί κελί) έχουµε «µικρότερο ή ίσο».  

 

 

 

 

 

 

 

Εικόνα 20: Πρόβληµα 1
ο
 βήµα 8

ο
-Β 

Έτσι θέσαµε ότι 0≤Χ, δηλαδή Χ=θετικό, αφού Κελί Β13=0 και Κελί C13=Κελί 

Β8=τιµή της µεταβλητής Χ. 

Με την επιλογή Προσθήκη (Add), µπορούµε να θέσουµε µε τον ίδιο τρόπο και τους 

υπόλοιπους περιορισµούς.  

Πατώντας ΟΚ έχουµε το παρακάτω παράθυρο.                                                            

Έχουµε ήδη θέσει όλους τους περιορισµούς. 
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Εικόνα 21: Πρόβληµα 1
ο
 βήµα 8

ο
-Γ 

Πάνω και δεξιά, επιλέγουµε Επίλυση (Solve).  

 

Βήµα 9 

Βλέπουµε ότι το σύστηµα έλυσε το πρόβληµα που του θέσαµε.  

Στο αναδυόµενο παράθυρο, επιλέγουµε ∆ιατήρηση της λύσης της επίλυσης (Keep 

solver solution) , και στις Αναφορές (Reports) κάνουµε κλικ και στις τρεις επιλογές 

Απάντηση (Answer), Ευαισθησία (Sensitivity), Όρια (Limits). Πατάµε ΟΚ.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εικόνα 22: Πρόβληµα 1
ο
 βήµα 9

ο
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Βήµα 10 

Έχουµε πλέον την λύση στο πρόβληµα µεγιστοποίησης των εσόδων.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εικόνα 23: Πρόβληµα 1
ο
 βήµα 10

ο
 

Αν το διυλιστήριο παράγει 6.4 εκατοµµύρια γαλόνια βενζίνη (κελί Β8) και 3.2 

εκατοµµύρια γαλόνια µαζούτ (κελί Β9), τότε θα µεγιστοποιεί τα έσοδά του, που θα 

είναι 16.96 εκατοµµύρια δολάρια (κελί Β4).  

 

4.4.2 ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2ο 

 

Εκφώνηση: 

Μία εταιρεία σχεδιασµού υπολογιστών τσέπης παράγει δύο τύπους αριθµοµηχανών, 

επιστηµονικές και απλές. Η αναµενόµενη ζήτηση είναι τουλάχιστον 100 

επιστηµονικές και 80 απλές αριθµοµηχανές την ηµέρα. Λόγω των περιορισµών στην 

παραγωγική ικανότητα, δεν µπορούν να παραχθούν περισσότερες από 200 

επιστηµονικές και 170 απλές αριθµοµηχανές καθηµερινά.       

Για να ικανοποιήσει µία σύµβαση που έχει συνάψει µε την επιχείρηση 

«Βιβλιοχαρτοπωλείο», πρέπει να αποστέλλει καθηµερινά τουλάχιστον 200 

αριθµοµηχανές συνολικά.           
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Αν κάθε επιστηµονική αριθµοµηχανή που πωλείται συνεπάγεται 2 ευρώ κόστος, ενώ 

κάθε απλή αποφέρει 5 ευρώ κέρδος, πόσες αριθµοµηχανές από κάθε είδος πρέπει να 

παράγονται καθηµερινά, ώστε η εταιρεία να µεγιστοποιεί τα καθαρά κέρδη της; 

 

Λύση: 

Σκοπός µας είναι να βρούµε τον αριθµό των αριθµοµηχανών που θα µεγιστοποιούν 

τα καθαρά κέρδη της εταιρείας. Έτσι ορίζουµε τις µεταβλητές: 

Χ: αριθµός επιστηµονικών αριθµοµηχανών που παράγονται, και 

Υ: αριθµός απλών αριθµοµηχανών που παράγονται. 

Από την στιγµή που δεν µπορούν να παραχθούν αρνητικοί αριθµοί αριθµοµηχανών, 

έχουµε τους δύο πρώτους περιορισµούς, που είναι Χ≥0 και Υ≥0. Αλλά στην 

περίπτωση αυτή µπορώ να τους αγνοήσω, αφού ισχύει Χ≥100 και Υ≥80. 

Το πρόβληµα όµως θέτει και ανώτατα όρια στην παραγωγή, που είναι Χ≤200 και 

Υ≤170. 

Η ελάχιστη απαίτηση του «Βιβλιοχαρτοπωλείου» είναι Χ+Υ≥200 �Υ≥-Χ+200. 

Το καθαρό κέρδος δίνεται από την εξίσωση R=-2Χ+5Υ. 

Έτσι ολόκληρο το σύστηµα είναι: 

Η συνάρτηση µεγιστοποίησης R=-2Χ+5Υ υπό τους περιορισµούς: 

Χ≥100�100≤Χ 

Υ≥80�80≤Υ 

Χ≤200 

Υ≤170 

Υ≥-Χ+200�-Χ+200≤Υ 

Εισάγουµε τα δεδοµένα στο Excel 
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Βήµα 1 

Ορίζω τον σκοπό του προβλήµατος (µεγιστοποίηση καθαρού κέρδους), τις 

µεταβλητές Χ και Υ, και τα θέτω όλα ίσα µε 0. 

 

 

 

 

 

 

Εικόνα 24: Πρόβληµα 2
ο
 βήµα 1

ο
 

Βήµα 2 

Θέτω τους περιορισµούς. Στο 1ο κελί γράφω την υπό περιορισµό µεταβλητή. Στο 

δεύτερο θέτω το κάτω άκρο της ανισότητας, και στο τρίτο το πάνω.  

Παράδειγµα: Θέτοντας τον πέµπτο και τελευταίο περιορισµό –Χ+200≤Υ, η υπό 

περιορισµό µεταβλητή είναι η Υ, την οποία και σηµειώνουµε στο κελί Α18. 

Στο κελί Β18 αναγράφουµε το κάτω άκρο της ανισότητας, δηλαδή –Χ+200, και όπου 

Χ αντικαθιστούµε την τιµή της µεταβλητής Χ, που βρίσκεται στο κελί Β9. 

Στο κελί C18 αναγράφουµε το άνω άκρο της ανισότητας, που είναι η τιµή της 

µεταβλητής Υ, που βρίσκεται στο κελί Β10. 

 

 

 

 

 

 

 

Εικόνα 25: Πρόβληµα 2
ο
 βήµα 2

ο
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Βήµα 3 

Ορίζω την συνάρτηση των καθαρών κερδών R=2X+5Y. Όπου Χ και Υ, αντικαθιστώ 

τις τιµές των µεταβλητών αυτών, δηλαδή τα κελιά Β9 και Β10 αντίστοιχα. 

 

 

 

 

 

Εικόνα 26: Πρόβληµα 2
ο
 βήµα 3

ο
 

 

Βήµα 4 

Επιλέγω στο µενού Εργαλεία και στις επιλογές τους Solver. Στο παράθυρο που θα 

εµφανιστεί, στο Set target cell το σύστηµα θα βρει από µόνο του την συνάρτηση προς 

µεγιστοποίηση που βρίσκεται στο κελί Β5. Επιλέγω Μax και στο σηµείο που 

αναγράφεται By changing cells τοποθετώ τις µεταβλητές. Αν πατήσω Guess και το 

πρόβληµα έχει τεθεί σωστά, το σύστηµα θα µαντέψει σωστά τα κελιά των τιµών των 

µεταβλητών, που είναι από το Β9 µέχρι το Β10. 

 

 

 

 

 

 

Εικόνα 27: Πρόβληµα 2
ο
 βήµα 4

ο
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Βήµα 5 

Εισάγουµε τους πέντε περιορισµούς που έχουµε. Επιλέγουµε το στοιχείο Add για να 

προσθέσουµε έναν περιορισµό. 

Παράδειγµα: Για τον πρώτο περιορισµό 100≤Χ έχουµε: Το κάτω άκρο της 

ανισότητας είναι στο κελί Β14, και το άνω στο κελί C14.  

Κάθε φορά που επιλέγουµε το Add µπορούµε να εισάγουµε άλλον έναν περιορισµό. 

 

 

 

 

 

 

 

Εικόνα 28: Πρόβληµα 2
ο
 βήµα 5

ο
 

Βήµα 6 

Επιλέγουµε Solve.  

Βλέπουµε ότι το σύστηµα έλυσε το πρόβληµα που του θέσαµε.  

Στο παράθυρο που θα βγει, επιλέγουµε Keep solver solution , και στις Αναφορές 

(Reports) κάνουµε κλικ και στις τρεις επιλογές. Πατάµε ΟΚ.  
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Βήµα 7 

Έχουµε πλέον την λύση στο πρόβληµα µεγιστοποίησης των καθαρών κερδών. 

 

 

 

  

 

 

 

 

Εικόνα 29: Πρόβληµα 2
ο
 βήµα 7

ο
 

 

Αν η εταιρεία παράγει 100 επιστηµονικές και 170 απλές αριθµοµηχανές ηµερησίως, 

τότε τα καθαρά κέρδη της θα µεγιστοποιούνται και θα είναι 650 ευρώ. 

 

4.4.3 ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3ο 

 

Εκφώνηση: 

Για να εξασφαλιστεί η καλύτερη υγεία (και συνεπώς ακριβείς µετρήσεις στα 

πειράµατα), ένας τεχνικός εργαστηρίου πρέπει να ταΐζει τα κουνέλια µια καθηµερινή 

διατροφή που περιέχει τουλάχιστον 24 γραµµάρια λίπους, 36 γρ. υδατάνθρακες και 4 

γρ. πρωτεΐνες. Όµως τα κουνέλια δεν πρέπει να τρώνε περισσότερο από 5 ουγγιές (1 

ουγγιά = 28.35 γραµµάρια) τροφής συνολικά την ηµέρα.      

Θέλουµε να παραγγείλουµε τις τροφές Χ και Υ. Η τροφή Χ περιέχει 8 γρ. λίπος, 12 

γρ. υδατάνθρακες, και 2 γρ. πρωτεΐνης ανά ουγγιά, και κοστίζει 0.20 ευρώ ανά 

ουγγιά. Η τροφή Υ περιέχει 12 γρ. λίπος, 12 γρ. υδατάνθρακες και 1 γρ. πρωτεΐνη ανά 

ουγγιά, µε κόστος 0.30 ευρώ ανά ουγγιά. Ποιος είναι ο βέλτιστος συνδυασµός 

τροφών; 
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Λύση: 

∆εδοµένου ότι ζητάµε να βρούµε τον αριθµό των ουγγιών κάθε τροφής που πρέπει να 

παραγγείλουµε, ορίζουµε τις µεταβλητές: 

Χ: ουγγιές της τροφής Χ 

Υ: ουγγιές της τροφής Υ 

Επειδή δεν µπορούµε να έχουµε αρνητικό αριθµό ουγγιών τροφής, οι πρώτοι µας 

περιορισµοί είναι: Χ≥0 και Υ≥0 � 0≤Χ και 0≤Υ 

Οι επόµενοι περιορισµοί προκύπτουν από τα γραµµάρια λίπους, υδατανθράκων και 

πρωτεϊνών ανά ουγγιά που πρέπει να καταναλώνουν τα κουνέλια καθηµερινά : 

Λίπος: 8Χ+12Υ≥24 � Υ≥2-(2/3)Χ � 2-(2/3)Χ≤Υ 

Υδατάνθρακες: 12Χ+12Υ≥36 � Χ+Υ≥3 � Υ≥3-Χ � 3-Χ≤Υ 

Πρωτεΐνες: 2Χ+1Υ≥4 � Υ≥4-2Χ � 4-2Χ≤Υ 

Επίσης, η καθηµερινή τροφή στο σύνολό της δεν πρέπει να ξεπερνά τις 5 ουγγιές: 

Χ+Υ≤5 � Χ≤5-Υ 

Η εξίσωση βελτιστοποίησης θα είναι η συνάρτηση του κόστους: C=0,20Χ+0,30Υ την 

οποία θα πρέπει να ελαχιστοποιήσουµε. 

Εισάγουµε τα δεδοµένα στο Excel. 

 

Βήµα 1 

Ορίζω τον σκοπό του προβλήµατος (ελαχιστοποίηση κόστους), τις µεταβλητές Χ και 

Υ, και τα θέτω όλα ίσα µε 0. 

 

 

 

 

 

 

Εικόνα 30: Πρόβληµα 3
ο
 βήµα 1

ο
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Βήµα 2 

Θέτω τους περιορισµούς. Στο 1ο κελί γράφω την υπό περιορισµό µεταβλητή. Στο 

δεύτερο θέτω το κάτω άκρο της ανισότητας, και στο τρίτο το άνω. 

Παράδειγµα: Για τον τρίτο περιορισµό 2-(2/3)Χ≤Υ, η υπό περιορισµό µεταβλητή 

είναι η Υ, την οποία και αναγράφουµε στο κελί Α16. 

Στο κελί Β16 γράφουµε το κάτω άκρο της ανισότητας που είναι 2-(2/3)Χ. Όπου Χ 

αντικαθιστώ την τιµή της µεταβλητής Χ που βρίσκεται στο κελί Β9. 

Στο κελί C16 γράφουµε το άνω άκρο της ανισότητας, δηλαδή την τιµή της 

µεταβλητής Υ που βρίσκεται στο κελί Β10. 

 

 

  

 

 

 

 

 

Εικόνα 31: Πρόβληµα 3
ο
 βήµα 2

ο
 

Βήµα 3 

Ορίζω την συνάρτηση του κόστους C=0.20X+0.30Y. Όπου Χ και Υ, αντικαθιστώ τις 

τιµές των µεταβλητών, δηλαδή τα κελιά Β9 και Β10 αντίστοιχα. 

 

 

 

 

 

Εικόνα 32: Πρόβληµα 3
ο
 βήµα 3

ο
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Βήµα 4 

Επιλέγω στο µενού Εργαλεία και στις επιλογές τους Επίλυση (Solver). Στο παράθυρο 

που θα εµφανιστεί, στο Set target cell το σύστηµα θα βρει από µόνο του την 

συνάρτηση προς βελτιστοποίηση (την συνάρτηση κόστους) που βρίσκεται στο κελί 

Β5. Επιλέγω Ελάχιστο (Min) αφού θέλω να ελαχιστοποιήσω το κόστος, και στο 

σηµείο που αναγράφεται Με αλλαγή των κελιών (By changing cells) τοποθετώ τα 

κελιά των τιµών των µεταβλητών. Αν πατήσω Guess και το πρόβληµα έχει τεθεί 

σωστά, το σύστηµα θα µαντέψει σωστά τα κελιά, που είναι από το Β9 µέχρι το Β10. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εικόνα 33: Πρόβληµα 3
ο
 βήµα 4

ο
 

Βήµα 5 

Εισάγουµε τους περιορισµούς µέσω του στοιχείου Προσθήκη (Add). 

Όπως και πριν, πρώτα εισάγουµε το κελί µε το κάτω άκρο της ανισότητας και έπειτα 

το κελί µε το άνω άκρο. 

Επιλέγουµε Επίλυση (Solve).  

Βλέπουµε ότι το σύστηµα έλυσε το πρόβληµα που του θέσαµε.  

Στο παράθυρο που θα αναδυθεί, επιλέγουµε ∆ιατήρηση της λύσης της επίλυσης , και 

στις Αναφορές κάνουµε κλικ και στις τρεις επιλογές. Πατάµε ΟΚ.  
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Εικόνα 34: Πρόβληµα 3
ο
 βήµα 5

ο
 

Έχουµε πλέον την λύση στο πρόβληµα ελαχιστοποίησης του κόστους. 

Αν ο τεχνικός του εργαστηρίου ταΐσει τα κουνέλια 3 ουγγιές από την τροφή Χ και 

καθόλου τροφή Υ, τότε θα ελαχιστοποιεί το κόστος του, το οποίο θα είναι 0,6 ευρώ 

την ηµέρα.   

 

4.4.4 ΠΡΟΒΛΗΜΑ 4ο 

 

Εκφώνηση: 

Πρέπει να αγοράσετε  κάποια ντουλάπια ως χώρους αρχειοθέτησης σε ένα λογιστικό 

γραφείο. Γνωρίζετε ότι το ντουλάπι τύπου Χ κοστίζει 10 ευρώ το ένα, καλύπτει 

επιφάνεια δαπέδου ίση µε 6 τετραγωνικά µέτρα, και χωράει κατά µέσο όρο 8 αρχεία 

πελατών. Το ντουλάπι τύπου Υ κοστίζει 20 ευρώ, καλύπτει 8 τετραγωνικά µέτρα 

δαπέδου, και χωράει κατά µέσο όρο 12 αρχεία πελατών. Σας έχουν δοθεί 140 ευρώ 

για να κάνετε τις αγορές σας, όµως δεν χρειάζεται να τα ξοδέψετε όλα. Ο χώρος του 

γραφείου που θα τοποθετήσετε τα ντουλάπια, δεν είναι µεγαλύτερος από 72 

τετραγωνικά µέτρα.  

Πόσα ντουλάπια πρέπει να αγοράσετε από κάθε τύπο, ώστε να µεγιστοποιήσετε τον 

αποθηκευτικό χώρο του γραφείου; 
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Λύση: 

Το ερώτηµα ζητά τον αριθµό των ντουλαπιών που θα αγοράσουµε από κάθε τύπο. 

Έτσι ορίζουµε τις µεταβλητές 

Χ: αριθµός ντουλαπιών τύπου Χ 

Υ: αριθµός ντουλαπιών τύπου Υ 

Φυσικά ισχύει Χ≥0 � 0≤Χ και Υ≥0 � 0≤Υ. 

Λαµβάνοντας υπόψη το κόστος και την επιφάνεια δαπέδου που καλύπτουν τα 

ντουλάπια, πρέπει να µεγιστοποιήσουµε τον χώρο αποθήκευσης.  

Άρα, το κόστος και η επιφάνεια δαπέδου θα είναι οι περιορισµοί µας, ενώ ο όγκος 

αποθήκευσης θα είναι η συνάρτηση µεγιστοποίησης. 

Κόστος: 10Χ+20Υ≤140 � Χ≤14-2Υ 

Επιφάνεια: 6Χ+8Υ≤72 � Υ≤9-(3/4)Χ 

Συνάρτηση µεγιστοποίησης: Όγκος αποθήκευσης: V=8Χ+12Υ 

Εισάγουµε τα δεδοµένα στο Excel.    

Βήµα 1 

Ορίζω τον σκοπό του προβλήµατος (µεγιστοποίηση όγκου), τις µεταβλητές Χ και Υ, 

και τα θέτω όλα ίσα µε 0. 

 

 

 

 

 

 

Εικόνα 35: Πρόβληµα 4
ο
 βήµα 1

ο
 

Βήµα 2 

Θέτω τους περιορισµούς. Στο 1ο κελί γράφω την υπό περιορισµό µεταβλητή. Στο 

δεύτερο θέτω το κάτω άκρο της ανισότητας, και στο τρίτο το άνω. 
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Παράδειγµα: Για τον τέταρτο και τελευταίο περιορισµό Υ≤9-(3/4)Χ, αναγράφουµε 

στο κελί Α18 την υπό περιορισµό µεταβλητή, δηλαδή την Υ. 

Στο κελί Β18 γράφουµε το κάτω άκρο της ανισότητας, δηλαδή την τιµή της 

µεταβλητής Υ που βρίσκεται στο κελί Β11. 

Στο κελί C18 γράφουµε το άνω άκρο της ανισότητας που είναι 9-(3/4)Χ, και όπου Χ 

αντικαθιστούµε το κελί που βρίσκεται η τιµή της µεταβλητής Χ, δηλαδή το κελί Β10.  

 

 

 

 

 

 

 

Εικόνα 36: Πρόβληµα 4
ο
 βήµα 2

ο
 

Βήµα 3 

Ορίζω την συνάρτηση του όγκου αποθήκευσης V=8X+12Y. Όπου Χ και Υ, 

αντικαθιστώ τις τιµές των µεταβλητών που βρίσκονται στα κελιά Β10 και Β11 

αντίστοιχα. 

 

 

 

 

 

 

Εικόνα 37: Πρόβληµα 4
ο
 βήµα 3

ο
 

Βήµα 4 

Επιλέγω στο µενού Εργαλεία και στις επιλογές τους Επίλυση (Solver). Στο παράθυρο 

που θα εµφανιστεί, στο Set target cell το σύστηµα θα βρει από µόνο του την 
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συνάρτηση προς βελτιστοποίηση που βρίσκεται στο κελί Β6. Επιλέγω Μax αφού 

θέλω να µεγιστοποιήσω τον όγκο αποθήκευσης, και στο σηµείο που αναγράφεται By 

changing cells τοποθετώ τις µεταβλητές. Αν πατήσω Υπόθεση (Guess) και το 

πρόβληµα έχει τεθεί σωστά, το σύστηµα θα µαντέψει σωστά τα κελιά των τιµών των 

µεταβλητών, που είναι από το Β10 µέχρι το Β11. 

 

 

 

 

 

 

Εικόνα 38: Πρόβληµα 4
ο
 βήµα 4

ο
 

Βήµα 5 

Επιλέγοντας Add µπορούµε να εισάγουµε τους περιορισµούς. Πρώτα επιλέγουµε το 

κελί µε το κάτω άκρο του περιορισµού, και έπειτα το κελί µε το άνω άκρο. Με την 

επιλογή του στοιχείου Add εισάγουµε και τους άλλους περιορισµούς. 

Επιλέγουµε Επίλυση (Solve). 

Βλέπουµε ότι το σύστηµα έλυσε το πρόβληµα που του θέσαµε.  

 

 

 

 

 

 

Εικόνα 39: Πρόβληµα 4
ο
 βήµα 5

ο
 

Έχουµε λύσει το πρόβληµα και βρήκαµε πως εάν αγοράσουµε 8 ντουλάπια τύπου Χ 

και 3 ντουλάπια τύπου Υ, τότε θα µεγιστοποιηθεί ο όγκος αποθήκευσης που θα 

χωράει 100 αρχεία. 
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4.4.5 ΠΡΟΒΛΗΜΑ 5ο 

 

Εκφώνηση: 

Έστω ότι θέλετε να επενδύσετε 12.000 ευρώ σε τρία επενδυτικά σχέδια για την 

επέκταση της εταιρείας σας.        

      Το επενδυτικό σχέδιο Α αναµένεται να έχει απόδοση 7% επί 

των κερδών, το σχέδιο Β έχει 8% και το σχέδιο Γ που είναι υψηλού κινδύνου έχει 

12% απόδοση. Για να ελαχιστοποιηθεί ο κίνδυνος που αντιµετωπίζετε, αποφασίσατε 

να µην επενδύσετε περισσότερα από 2.000 ευρώ στο σχέδιο Γ. Για φορολογικούς 

λόγους, η επένδυση που θα κάνετε στο σχέδιο Α πρέπει να είναι τρεις φορές 

µεγαλύτερη από το ποσό της επένδυσης στο σχέδιο Β.  

Υποθέτοντας ότι οι αποδόσεις των επενδύσεών σας θα είναι οι αναµενόµενες, πόσα 

πρέπει να επενδύσετε σε κάθε σχέδιο; 

 

Λύση: 

∆εδοµένου ότι αναζητάµε το ποσό των χρηµάτων που θα επενδύσουµε σε κάθε 

σχέδιο, οι µεταβλητές µας θα είναι αυτά τα ποσά. 

Χ: επένδυση (σε χιλιάδες ευρώ) στο σχέδιο Α 

Υ: επένδυση (σε χιλιάδες ευρώ) στο σχέδιο Β 

Και επειδή έχουµε τρία σχέδια, η τρίτη µας µεταβλητή θα είναι συνάρτηση των 

άλλων δύο, δηλαδή  12-Χ-Υ: επένδυση (σε χιλιάδες ευρώ) στο σχέδιο Γ. 

∆εν µπορούν να επενδυθούν αρνητικά ποσά, άρα οι πρώτοι τρεις περιορισµοί είναι            

Χ≥0 � 0≤Χ 

Υ≥0 � 0≤Υ 

12-Χ-Υ≥0 � 12-Χ≥Υ � Υ≤12-Χ 

Το ανώτατο όριο επένδυσης στο σχέδιο Γ είναι 2000 ευρώ, άρα προκύπτει  

12-Χ-Υ≤2 � 12-Χ-2≤Υ � 10-Χ≤Υ 

Λόγω των φορολογικών απαιτήσεων, πρέπει Υ≤(1/3)Χ 
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Η εξίσωση βελτιστοποίησης είναι η συνολική απόδοση των επενδύσεων, δηλαδή 

R=0,07Χ+0,08Υ+0,12(12-Χ-Υ) � R=1,44 - 0.05Χ - 0.04Υ 

Εισάγουµε τα δεδοµένα στο Excel. 

 

Βήµα 1 

Ορίζω τον σκοπό του προβλήµατος (µέγιστη απόδοση επενδύσεων), και το θέτω ίσο 

µε 0. 

Ορίζω τις µεταβλητές Χ, Υ και θέτω τις τιµές τους ίσες µε 0. 

Ορίζω την µεταβλητή 12-Χ-Υ, και στο κελί Β11 όπου θα ορίσω την τιµή της, 

αντικαθιστώ όπου Χ και Υ τα κελιά των τιµών τους, δηλαδή Β9 και Β10 αντίστοιχα. 

 

 

 

 

 

 

 

Εικόνα 40: Πρόβληµα 5
ο
 βήµα 1

ο
 

Βήµα 2 

Θέτω τους περιορισµούς. Στο 1ο κελί γράφω την υπό περιορισµό µεταβλητή. Στο 

δεύτερο θέτω το κάτω άκρο της ανισότητας, και στο τρίτο το άνω. 

Παράδειγµα: Στον πέµπτο και τελευταίο περιορισµό Υ≤(1/3)Χ, η υπό περιορισµό 

µεταβλητή είναι η Υ και το γράφω στο κελί Α19.  

Στο κελί Β19 γράφουµε το κάτω άκρο της ανισότητας, δηλαδή την τιµή της 

µεταβλητής Υ που βρίσκεται στο κελί Β10. 

Στο κελί C19 γράφουµε το άνω άκρο της ανισότητας, δηλαδή (1/3)Χ και όπου Χ 

αντικαθιστώ µε την τιµή της µεταβλητής Χ που βρίσκεται στο κελί Β9. 
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Εικόνα 41: Πρόβληµα 5
ο
 βήµα 2

ο
 

 

Βήµα 3 

Ορίζω την συνάρτηση της απόδοσης των επενδυτικών σχεδίων R=1.44-0.05Χ-0.04Υ. 

Όπου Χ και Υ αντικαθιστώ µε τις τιµές των µεταβλητών, που βρίσκονται στα κελιά 

Β9 και Β10 αντίστοιχα. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εικόνα 42: Πρόβληµα 5
ο
 βήµα 3

ο
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Βήµα 4 

Επιλέγω στο µενού Εργαλεία και στις επιλογές τους Επίλυση (Solver). Στο παράθυρο 

που θα εµφανιστεί, στο Κελί προορισµού (Set target cell) το σύστηµα θα βρει από 

µόνο του την συνάρτηση προς βελτιστοποίηση που βρίσκεται στο κελί Β5. Επιλέγω 

Μax, αφού θέλω να µεγιστοποιήσω την απόδοση των επενδύσεων. Στο σηµείο που 

αναγράφεται Με αλλαγή των κελιών (By changing cells) τοποθετώ τα κελιά µε τις 

τιµές των µεταβλητών. Αν πατήσω Υπόθεση (Guess) και το πρόβληµα έχει τεθεί 

σωστά, το σύστηµα θα µαντέψει σωστά τα κελιά από το Β9 µέχρι το Β11. 

 

 

 

 

 

 

Εικόνα 43: Πρόβληµα 5
ο
 βήµα 4

ο
 

Βήµα 5 

Με την επιλογή του στοιχείου Add εισάγουµε τους περιορισµούς. Πρώτα επιλέγουµε 

το κελί µε το κάτω άκρο της ανισότητας, και έπειτα το κελί µε το άνω άκρο. 

Επιλέγουµε Επίλυση (Solve). 

Βλέπουµε ότι το σύστηµα έλυσε το πρόβληµα που του θέσαµε.  

 

 

 

 

 

 

 

Εικόνα 44: Πρόβληµα 5
ο
 βήµα 5

ο
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Aν επενδύσουµε 7.499 ευρώ στο σχέδιο Α,  

2.500 ευρώ στο σχέδιο Β και 

2.000 ευρώ στο σχέδιο Γ, 

τότε η συνολική απόδοση των επενδύσεών µας θα είναι 965 ευρώ και θα είναι η 

µέγιστη.   
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ΕΠΙΛΟΓΟΣ 

Φθάνοντας στο κλείσιµο της πτυχιακής µας εργασίας, συµπεραίνουµε πως η 

Επιχειρησιακή Έρευνα είναι αναπόσπαστο κοµµάτι των επιχειρήσεων και των 

οργανισµών. Μπορεί τα τελευταία χρόνια µε την ραγδαία εξέλιξη της τεχνολογίας να 

είναι ολοένα και πιο σηµαντική, αλλά όπως ανακαλύψαµε συνδέεται και βοηθά στην 

λήψη αποφάσεων από πολύ παλιά. 

Είδαµε πως κάθε ενέργεια της Επιχειρησιακής Έρευνας γίνεται µε σκοπό να 

πάρουµε την καλύτερη απόφαση. Η διοίκηση λοιπόν κάθε επιχείρησης ή οργανισµού 

πρέπει να είναι έτοιµη και σε θέση να αντιµετωπίσει κάθε δραστηριότητα ή επίπτωση 

που θα προκύψει. Αυτό θα γίνει µελετώντας εµπεριστατωµένα όλα τα στοιχεία. 

Πρέπει η απόφαση που θα αποφασίσει να πράξει να είναι καλά µελετηµένη, έχοντας 

συµπεριλάβει όλες τις παραµέτρους και τις επιπτώσεις, γιατί κάθε δραστηριότητα 

γεννά την δηµιουργία καινούργιων αποφάσεων. 

Η ανάγκη της απόφασης βγαίνει µέσα από την επιθυµία να επιτύχουµε µια 

καινούργια κατάσταση πραγµάτων. Πολλές φορές λαµβάνονται υπόψη ακόµα και 

κριτήρια µε βάση την ηθική, την ιδεολογία, την πολιτική, την παράδοση και την 

θρησκεία. 

Με βάσει όλα αυτά λοιπόν καταλήγουµε στο συµπέρασµα πως είναι µια 

δραστηριότητα που δεν είναι εντελώς καθοριστική αφού οι συνθήκες είναι πολύ 

ρευστές και µεταβάλλονται συνεχώς. Έτσι και οι επιχειρήσεις ή οι οργανισµοί 

οφείλουν να διατηρούν ένα προφίλ αλλά να είναι έτοιµες για κάθε µεταβολή. Πρέπει 

να  προσαρµόζονται ανά πάσα στιγµή και να µπορούν να ανταπεξέλθουν άµεσα. Για 

να το πετύχουν αυτό, έχουν ως σύµµαχο την Επιχειρησιακή µέθοδο και τον Γραµµικό 

Προγραµµατισµό που µε τις µεθόδους τους µπορούν να αντιµετωπίσουν και να 

προλάβουν κάθε περίσταση. 

Τέλος, όσο εξελίσσονται οι θετικές επιστήµες αλλά και ο τεχνολογικός 

τοµέας. δεν θα σταµατήσει ποτέ και η εξέλιξη της Επιχειρησιακής Έρευνας και του  

Γραµµικού Προγραµµατισµού. 
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